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Relacje - co juz wiemy

(1) Wiemy, co to jest para uporzadkowana
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RELACJE | ICH WtASCIWOSCI

Relacje - co juz wiemy

(1) Wiemy, co to jest para uporzadkowana

(2) Wiemy, co to jest iloczyn kartezjanski

(3) Rozumiemy pojecie predykatu relacyjnego

(4) Wiemy, ze relacje mozemy utozsamiaé z podzbiorami zbioru par
uporzadkowanych.
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Najwazniejsze typy relacji: relacja zwrotna

Relacja jest zwrotna w danym zbiorze U, gdy dla kazdego przedmiotu (z
tego zbioru) zachodzi ona miedzy tym przedmiotem, a nim samym.
Formalnie (poprawny jest kazdy ze wskazanych zapiséw):
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RELACJE | ICH WtASCIWOSCI

Najwazniejsze typy relacji: relacja zwrotna

Relacja jest zwrotna w danym zbiorze U, gdy dla kazdego przedmiotu (z
tego zbioru) zachodzi ona miedzy tym przedmiotem, a nim samym.
Formalnie (poprawny jest kazdy ze wskazanych zapiséw):

Vx(x € U = xRx)

Vx € U(xRx)

Vx(x € U= (x,x) € R)

Bycie tego samego wzrostu, posiadanie wszystkich tych samych krewnych,
co
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Najwazniejsze typy relacji: relacja przeciwzwrotna

Relacja jest przeciwzwrotna, gdy dla kazdego przedmiotu (z danego zbioru)
zachodzi miedzy tym przedmiotem, a nim samym. Formalnie (poprawny

jest kazdy ze wskazanych zapiséw):
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Najwazniejsze typy relacji: relacja przeciwzwrotna

Relacja jest przeciwzwrotna, gdy dla kazdego przedmiotu (z danego zbioru)
zachodzi miedzy tym przedmiotem, a nim samym. Formalnie (poprawny
jest kazdy ze wskazanych zapiséw):

Vx(x € U= —xRx)

Vx € U (—xRx)

Vx(x € U= (x,x) € R)

v

Bycie wyzszym od, Bycie niepodobnym
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Najwazniejsze typy relacji: relacja symetryczna

Relacja jest symetryczna, gdy dla kazdej pary przedmiotéw (z danego
zbioru): jesli zachodzi miedzy pierwszym a drugim, to zachodzi miedzy
drugim i pierwszym. Formalnie (poprawny jest kazdy ze wskazanych
zapiséw):

Tadeusz Ciecierski taci@uw.edu.pl (Uniw Logika[dla Psychologii UW] 9 stycznia 2012 6 /35



RELACJE | ICH WtASCIWOSCI

Najwazniejsze typy relacji: relacja symetryczna

Relacja jest symetryczna, gdy dla kazdej pary przedmiotéw (z danego
zbioru): jesli zachodzi miedzy pierwszym a drugim, to zachodzi miedzy
drugim i pierwszym. Formalnie (poprawny jest kazdy ze wskazanych
zapiséw):

VxVy((x € UANy € U) = (xRy = yRx))

Vx € UVy € U (xRy = yRx)

Vxe UVy e U ((x,y) e R= (y,x) €R)

Przyktady

Bycie tego samego wzrostu, Bycie bratem lub siostra, Bycie
bratem[ograniczone do zbioru mezczyzn|.
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Najwazniejsze typy relacji: relacja asymetryczna

Relacja jest asymetryczna, gdy dla kazdej pary przedmiotéw (z danego
zbioru): jesli zachodzi miedzy pierwszym a drugim, to NIE zachodzi miedzy
drugim i pierwszym. Formalnie (poprawny jest kazdy ze wskazanych
zapiséw):
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Najwazniejsze typy relacji: relacja asymetryczna

Relacja jest asymetryczna, gdy dla kazdej pary przedmiotéw (z danego
zbioru): jesli zachodzi miedzy pierwszym a drugim, to NIE zachodzi miedzy
drugim i pierwszym. Formalnie (poprawny jest kazdy ze wskazanych
zapiséw):

VxVy((x € UNy € U) = (xRy = —yRx))

Vx € UVy € U (xRy = —yRx)

VxVy((x e UNy € U) = ((x,y) € R= (y,x) € R))

Bycie przyczyna, Bycie starszym.
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Najwazniejsze typy relacji: relacja antysymetryczna

Relacja jest antysymetryczna, gdy dla kazdej pary przedmiotéw (z danego
zbioru): jesli zachodzi miedzy pierwszym a drugim, oraz rugim i pierwszym,
to przedmioty te s3 identyczne. Formalnie (poprawny jest kazdy ze
wskazanych zapiséw):
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Najwazniejsze typy relacji: relacja antysymetryczna

Relacja jest antysymetryczna, gdy dla kazdej pary przedmiotéw (z danego
zbioru): jesli zachodzi miedzy pierwszym a drugim, oraz rugim i pierwszym,
to przedmioty te s3 identyczne. Formalnie (poprawny jest kazdy ze
wskazanych zapiséw):

VxVy[(x e UNy € U) = ((xRy A yRx) = x = y)]

Vx € UVy € U [(xRy A yRx) = x = y]

VxVy[(x e UNy € U) = (((x,y) € RA(y,x) € R) = x = y)]

réwnos¢, posiadanie dokfadnie tego samego rodzeristwa, co
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Najwazniejsze typy relacji: relacja przechodnia

Relacja jest przechodnia, gdy dla kazdej tréjki przedmiotéw (z danego
zbioru): jesli zachodzi miedzy pierwszym a drugim, drugim i trzecim, to
zachodzi miedzy pierwszym i trzecim. Formalnie (poprawny jest kazdy ze
wskazanych zapiséw):
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Najwazniejsze typy relacji: relacja przechodnia

Relacja jest przechodnia, gdy dla kazdej tréjki przedmiotéw (z danego
zbioru): jesli zachodzi miedzy pierwszym a drugim, drugim i trzecim, to
zachodzi miedzy pierwszym i trzecim. Formalnie (poprawny jest kazdy ze
wskazanych zapiséw):

VxVyVz[(x e UNy € UNz € U) = ((xRy A yRz) = xRz)]

Vx € UVy € UVz € U [(xRy N yRz) = xRz]

Vxe UVy e UVze U|[((x,y) € RA(y,z) € R) = (x,z) € R]

Bycie tego samego wzrostu, nastepstwo czasowe
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Najwazniejsze typy relacji: relacja spojna

Relacja jest spéjna, gdy dla kazdej pary réznych od siebie przedmiotéw (z
danego zbioru): zachodzi miedzy pierwszym lub drugim lub na odwrét.
Formalnie (poprawny jest kazdy ze wskazanych zapiséw):
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Najwazniejsze typy relacji: relacja spojna

Relacja jest spéjna, gdy dla kazdej pary réznych od siebie przedmiotéw (z
danego zbioru): zachodzi miedzy pierwszym lub drugim lub na odwrét.
Formalnie (poprawny jest kazdy ze wskazanych zapiséw):

VxVy[(x e UNy € U) = (x # y = (xRy V yRx))]

Vx e UVy € U [x #y = (xRy V yRx)]

VxeUVyeUI[x#y=({x,y) € RV {y,x) € R)]

v

Bycie tego samego lub réznego wzrostu
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Najwazniejsze typy relacji: relacje réwnowaznosci

Sa to wszystkie ralacje, ktdre sa zarazem
ZWROTNE,

PRZECHODNIE

SYMETRYCZNE

Bycie tego wzrostu/koloru/wieku..., identycznosé
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Relacje réwnowaznosci

Oznaczmy przez [a]|r zbiér wszystkich przedmiotéw (z danego zbioru U),
ktére pozostaja w danej relacji réwnowaznosciowej wzgledem przedmiotu a.

Bardziej formalnie: [a]g = {x: x € U A xRa}.
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Relacje réwnowaznosci

Oznaczmy przez [a]|r zbiér wszystkich przedmiotéw (z danego zbioru U),
ktére pozostaja w danej relacji réwnowaznosciowej wzgledem przedmiotu a.

Bardziej formalnie: [a]g = {x: x € U A xRa}.

Zbiory takie nazywamy KLASAMI ABSTRAKCJI (od danej relag;ji
réwnowaznosci R).

Przyktad

Jesli R jest relacja ,,uprawiania tego samego zawodu, co", a U jest zbiorem
ludzi:

[Monica Belluccilg = {x: x € U A xRMonica Bellucci}.
(a zatem: zbidr wszystkich oséb uprawiajacych aktorstwo).
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Relacje réwnowaznosci

Udowodnimy teraz, ze dla kazdej relacji réwnowaznosciowej R w danym
niepustym zbiorze U oraz pary przedmiotéw a i b z U jest tak, ze:

([alr = [b]lr) & aRb
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Dowéd (=)

Zatézmy, ze [a]g = [b]gr. Wiemy, ze dwa zbiory s3 identyczne, gdy maja
wszystkie takie same elementy. Stad wiemy, ze b € [a|g oraz a € [b]g.
Stad mamy natychmiast: aRb (oraz bRa).
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Dowéd (=)

Zatézmy, ze [a]g = [b]gr. Wiemy, ze dwa zbiory s3 identyczne, gdy maja
wszystkie takie same elementy. Stad wiemy, ze b € [a|g oraz a € [b]g.
Stad mamy natychmiast: aRb (oraz bRa).

Dowdd (<)

Zatézmy, ze aRb oraz zatézmy niewprost, ze [a]g # [b]g. Znaczy to, ze
albo: istnieje takie x, ktére nalezy do [a]g, a nie nalezy do [b]g,
ewentualnie na odwrét: nie nalezy do [a]g, a nalezy do [b]g. Zatézmy, ze
zachodzi pierwsza mozliwos¢ oraz nazwijmy odpowiedni element: ¢. Mamy
zatem: ¢ € [a|g oraz ¢ ¢ [b|g. Znaczy to, ze cRa, z czego (symetria R)
wynika od razu aRc. Poniewaz (ponownie symetria R) mamy bRa, na mocy
przechodniosci R, wnioskujemy, ze bRc (a zatem tez, ze cRb). A to z kolei
znaczy, ze (wbrew zatozeniu): ¢ € [b]g. Mamy sprzeczno$¢. Analogiczne
rozumowanie powtarzamy dla wypadku: ¢ ¢ [a]g oraz ¢ € [b]g.

~
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Relacje réwnowaznosci

Udowodnimy teraz, ze dla kazdej relacji rownowaznosciowej R w danym
niepustym zbiorze U oraz pary przedmiotéw a i b z U jest tak, ze:

([alr N [b]r) # 0 = [alr = [blr
(czyli, ze: jesli dwie klasy abstrakcji maja przynajmniej jeden element
wspélny to s3 identyczne)

Dowdod

Zatézmy, ze: [a]g N [b]r) # 0. Znaczy to, ze istnieje pewien przedmiot
(nazwijmy go c), ktéry nalezy zarazem do [a]g oraz [b]g. Stad mamy
natychmiast, ze cRa oraz cRb. To za$ (na mocy poprzednio udowodnionego
twierdzenia) daje nam: [c]g = [a]g oraz [c]g = [b]g- A to z kolei prowadzi
od razu do wniosku, ze [a]g = [b]r. O
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WNIOSEK Z POWYZSZYCH TWIERDZEN

Powyzsze twierdzenia wskazuja (wziete razem z obserwacja, ze dla
dowolnego x z U: x € [x]g), ze kazda relacja réwnowaznosci (w danym
zbiorze U) dzieli zbiér U na niepuste i roztaczne klasy abstakeji, ktérych
suma wyczerpuje zbiér U. A to znaczy, ze kazda relacja réwnowaznosci R
wyznacza podziat logiczny zbioru, na ktérym jest zadana.
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PRZYKtAD NR 1

Niech R bedzie relacja ,bycia urodzonym w tym samym roku” zadana na

zbiorze U ludzi urodzonych w pierwszej dekadzie XXI wieku. R wyznacza
podziat zbioru wszystkich ludzi na 10 klas.

PRZYKLAD NR 1

URODZENI W I DEKADZIE XXI wieku
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PRZYKLAD NR 2

Niech R bedzie relacja ,posiadania tych samych [obu] rodzicéw” zadana na
zbiorze U wszystkich ludzi. R wyznacza podziat zbioru wszystkich ludzi na
klasy, ktérych elementami sa dzieci poszczegdlnych rodzicéw [a zatem m.in.
biologiczne rodzenstwal.
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ZBIOR ILORAZOWY

Tym mianem okreslamy zbiér wszystkich klasy abstrakcji zadanych na
zbiorze U przez dang relacje réwnowaznosciowa R.

v

DEFINIOWANIE PRZEZ ABSTRAKCJE

Definiowanie pewnej wtasnosci W (o nazwie ,N”) przez abstrakcje polega
na uznaniu, ze nazwa ,N" (a posrednio takze W) denotuje zbiér wszystkich
klas abstrakcji pewnego zbioru ilorazowego od relacji réwnowaznosci R,
ktéra ,,grupuje’ razem przedmioty posiadajace ,w tym samym stopniu”
wtasno$¢ W (o klasach abstrakgeji takiego zbioru ilorazowego mozna mysle¢
jak o rodzajach wtasnosci W.)
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DEFINIOWANIE PRZEZ ABSTRAKCJE: PRZYKtAD NR 1

Kolor = wtasnos¢, ktéra denotuje zbidr ztozony ze zbioréw przedmiotéw
réwnobrawnych: zéttych, zielonych, czerwonych... Kazdy element takiego

zbioru ilorazowego mozna utozsamia¢ z wtasnoscig ,kolor x-a".
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DEFINIOWANIE PRZEZ ABSTRAKCJE: PRZYKtAD NR 1

Kolor = wtasnos¢, ktéra denotuje zbidr ztozony ze zbioréw przedmiotéw
réwnobrawnych: zéttych, zielonych, czerwonych... Kazdy element takiego

zbioru ilorazowego mozna utozsamia¢ z wtasnoscig ,kolor x-a".

DEFINIOWANIE PRZEZ ABSTRAKCJE: PRZYKtAD NR 2

Fregego-Russella definicja liczby.
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Funkcje jako relacje

Funkcje (w matematycznym rozumieniu) mozna utozsamiac z relacjami,
ktére spetniaja nastepujacy warunek:

Tadeusz Ciecierski taci@uw.edu.pl (Uniw Logika[dla Psychologii UW] 9 stycznia 2012 21 /35



RELACJE | ICH WtASCIWOSCI

Funkcje jako relacje

Funkcje (w matematycznym rozumieniu) mozna utozsamiac z relacjami,
ktére spetniaja nastepujacy warunek:

Vx e UVy e UVze U [(xRy AxRz) = y = z]
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Funkcje jako relacje

Funkcje (w matematycznym rozumieniu) mozna utozsamiac z relacjami,
ktére spetniaja nastepujacy warunek:

Vx e UVy e UVze U [(xRy AxRz) = y = z]

Tadeusz Ciecierski taci@uw.edu.pl (Uniw Logika[dla Psychologii UW] 9 stycznia 2012 21 /35



RELACJE | ICH WtASCIWOSCI

Funkcje totalne

Funkcje (w matematycznym rozumieniu) mozna utozsamia¢ z relacjami,
ktére spetniajg nastepujacy warunek:
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Funkcje totalne

Funkcje (w matematycznym rozumieniu) mozna utozsamia¢ z relacjami,
ktére spetniajg nastepujacy warunek:

Vx € U 3dy € U (xRy)

| \

Funkcje czesciowe

Funkcje (w matematycznym rozumieniu) mozna utozsamia¢ z relacjami,
ktére spetniaja nastepujacy warunek:

A,
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RELACJE | ICH WtASCIWOSCI

Funkcje totalne

Funkcje (w matematycznym rozumieniu) mozna utozsamia¢ z relacjami,
ktére spetniajg nastepujacy warunek:

Vx € U 3dy € U (xRy)

Funkcje czesciowe

| \

Funkcje (w matematycznym rozumieniu) mozna utozsamia¢ z relacjami,
ktére spetniaja nastepujacy warunek:

dx € U Yy € U =(xRy)
(réwnowaznie: 3x € U ~3y € U (xRy))

A,
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Ciekawe zastosowanie pojecia relacji

Pojecia relacji mozna uzyé do nadania interpretacji jezykom
nieekstensjonalnym, np. zawierajacym np. terminy
(operatory/spdjniki/funktory) psychologiczne, modalane, temporalne.

Semantyka $wiatéw mozliwych

Wyobrazmy sobie, ze rozwazamy pewien zbiér W, ktérego elementy
nazwiemy ,$wiatami mozliwymi”. Mozemy o tych elementach mysle¢ jak o
niezrealizowanych mozliwosciach, opisach mozliwosci, alternatywnych
historiach itp. (nie musi nas tu zajmowac zagadnieniene statusu ,Swiatéw
mozliwych”).
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
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INTUICJA LEIBNIZA

Oznaczmy przez ,,[I" zwrot , jest konieczne, ze”, a przez ,{" zwrot , jest
mozliwe, ze". Dziat logiki zajmujacy sie tymi zwrotami nazywany jest
LOGIKA MODALNA. Mozemy zaproponowa¢ nastepujace warunki
prawdziwosci dla zdan modalnych:
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mozliwe, ze". Dziat logiki zajmujacy sie tymi zwrotami nazywany jest
LOGIKA MODALNA. Mozemy zaproponowa¢ nastepujace warunki
prawdziwosci dla zdan modalnych:

»p” jest prawdziwe w pewnym Swiecie mozliwym w <
p jest prawdziwe w kazdym Swiecie mozliwym alternatywnym wobec w.

2Op" jest prawdziwe w pewnym Swiecie mozliwym w <
p jest prawdziwe w pewnym $wiecie mozliwym alternatywnym wobec w.
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Relacja alternatywnosci

W powyzszych definicjach wystepuje tajemnicza (dwuargumentowa: $wiat
w jest alternatywny wobec $wiata w’) relacja ALTERNATYWNOSCI.
Okazuje sie, ze zaktadajac, ze ma ona rézne wtasciwosci formalne (m.in.
opisane powyzej) otrzyma¢ mozemy rézne interpretacje zwrotéw ,,mozliwe”
i ,konieczne”, a w efekcie takze rézne systemy logiki modlane;j.
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Zatézmy, ze relacja alternatywnosci nie posiada zadnych szczegélnych
wiasciwosci. Czy formuta nasza bedzie wtedy zawsze prawdziwa? Nie!
Wystarczy zatozy¢, ze nasza relacja nie jest zwrotna (tzn. ze sa Swiaty,
ktére nie s3 swoimi wtasnymi alternatywami). Wyobrazmy sobie, ze s3 tylko
dwa $wiaty (np. nasz oraz inny $wit, w ktérym Krakéw jest obecng stolica
Polski). W takim uktadzie CI(Krakéw jest stolica Polski) jest prawda, a
Krakéw jest stolica Polski: fatszem.

Lp=p

Zatézmy, teraz ze relacja alternatywnosci jest zwrotna (kazdy Swiat jest dla
sibie alternatywa). Czy formuta nasza bedzie wtedy zawsze prawdziwa?
Tak! Zatézmy bowiem, ze nie jest. Wéwczas w kazdym Swiecie dostepnym
z w prawda jest p, a zarazm p jest fatszem w w (z wiasciwosci implikacji).
Mamy jeden sprzecznosé, bo w jest alternatywny wobec w, a zatem p jest
prawda w w.
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Logika epistemiczna

Podobne zasady interpretacji stosowane sa w wypadku logiczne;
interpretacji zwrotéw psychologicznych (zazwyczaj: ,,x jest przekonany”
[oznaczanego jako By| oraz ,x wie, ze" [oznaczanego jako K]). Logika
zajmujaca sie analiza takich zdan nazywana jest LOGIKA EPISTEMICZNA,.
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Jaakko Hintikka (1929-)
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~Knowledge and Belief” (1962)

+Bxp" jest prawdziwe <
p zachodzi w kazdym $wiecie mozliwym zgodnym z przekonaniami x — a.

Kxp" Jest prawdziwe <
p zachodzi w kazdym $wiecie mozliwym zgodnym z wiedzg x — a.

RELACJA ZGODNOSCI

Intuicja: brak wiedzy na dany temat (ewentualnie neutralny stosunek, tzn.
brak przekonania o czyms$) wyznaczaja mozliwosci, ktére sa dla danej osoby
otwarte [w wypadku wiedzy méwi sie: OTWARTE EPISTEMICZNIE, w
wypadku przekonania: OTWARTE DOKSASTYCZNIE].

Przyktad: Pogoda w San Francisco i Adis Abbebie.
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Raymond Smullyan (1986)

~Jest godne uwagi, jak logika, filozofia, sztuczna inteligencja, informatyka i
matematyka zblizaja sie do siebie coraz bardziej w dzisiejszych czasach.
Zyjemy w fascynujacej epoce!”
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PODSUMOWANIE

Co powinnismy wiedzie¢ z wyktadéw?

(1) ZNAC WYPOWIEDZI, ICH TYPY | LOGICZNE WtASCIWOSCI
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Motto na zakonczenie

.NIE BOJ SIE UZYWAC WEASNEGO ROZUMU”
Immanuel Kant

Tadeusz Ciecierski taci@uw.edu.pl (Uniw Logika[dla Psychologii UW] 9 stycznia 2012 34 /35



KONIEC

Tadeusz Ciecierski taci@uw.edu.pl (Uniw Logika[dla Psychologii UW] 9 stycznia 2012 35 /35



	Relacje

