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Podstawowa motywacja: usitujemy zanalizowa¢ wtasno$¢ 'x jest zdaniem
prawdziwym’.
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Podstawowa motywacja: usitujemy zanalizowa¢ wtasno$¢ 'x jest zdaniem
prawdziwym’.

Omawiany nurt badan zrodzit sie z préb formalizacji tez wygtaszanych w
ramach debat nad deflacjonizmem.
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Pytanie zasadnicze

Jakie wtasnosci predykatu prawdy umozliwiaja nam wycigganie wnioskéw
dotyczacych pozasemantycznych aspektéw rzeczywistosci?
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Formalizacja pytania zasadniczego

Podstawowa definicja

Przez teorie prawdy rozumiemy rozszerzenie pewnej teorii bazowej B
(zawierajacej teorie sktadni) sformutowane w jezyku wzbogaconym o
predykat jednoargumentowy T(x),
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Formalizacja pytania zasadniczego

Podstawowa definicja

Przez teorie prawdy rozumiemy rozszerzenie pewnej teorii bazowej B
(zawierajacej teorie sktadni) sformutowane w jezyku wzbogaconym o
predykat jednoargumentowy T (x), ktére dowodzi wszystkich podstawien
rownowaznosci Tarskiego dla jezyka teorii B, tzn. wszystkich zdan postaci:

("¢ = ¢, (T)
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Podstawowa definicja

Przez teorie prawdy rozumiemy rozszerzenie pewnej teorii bazowej B
(zawierajacej teorie sktadni) sformutowane w jezyku wzbogaconym o
predykat jednoargumentowy T (x), ktére dowodzi wszystkich podstawien
rownowaznosci Tarskiego dla jezyka teorii B, tzn. wszystkich zdan postaci:

("¢ = ¢, (T)

gdzie ¢ przebiega zdania jezyka teorii B, a "¢ ' oznacza ich kody
Godlowskie.

Al *%\"
Trsovies

tetyk, Wcisto (UW) On Comparing 1 kwietnia 2016, ZJR 5/28



Formalizacja pytania zasadniczego

Uzasadnienie wyboru formalizmu

Dla uproszczenia zaktadamy, ze teoria prawdy sktada sie z czesci Scisle
semantycznej i pozasemantycznej, ktérg nazywamy teorig bazowa.
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Formalizacja pytania zasadniczego

Uzasadnienie wyboru formalizmu

Dla uproszczenia zaktadamy, ze teoria prawdy sktada sie z czesci Scisle
semantycznej i pozasemantycznej, ktérg nazywamy teoriag bazowa. B ma
reprezentowac nasza wiedze pozasemantyczng, przede wszystkim teorie

sktadni.
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Formalizacja pytania zasadniczego

Uzasadnienie wyboru formalizmu

Dla uproszczenia zaktadamy, ze teoria prawdy sktada sie z czesci Scisle
semantycznej i pozasemantycznej, ktérg nazywamy teoriag bazowa. B ma
reprezentowal nasza wiedze pozasemantyczng, przede wszystkim teorie
sktadni.

Chcemy zrozumieé, jak zmienia sie tre$¢ teorii prawdy, gdy dodajemy do
niej nowe informacje o czysto semantycznych charakterze.
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Formalizacja pytania zasadniczego

Kluczowe pojecia

Niech Thy, Thy beda dowolnymi dwiema teoriami (np. teoria B i nasza
petna teorig prawdy).
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Formalizacja pytania zasadniczego

Kluczowe pojecia

Niech Thy, Thy beda dowolnymi dwiema teoriami (np. teoria B i nasza
petna teorig prawdy). Méwimy, ze Th, jest konserwatywna nad Thy, jesli
dla dowolnego zdania ¢ z jezyka teorii Thy
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Formalizacja pytania zasadniczego

Kluczowe pojecia

Niech Thy, Thy beda dowolnymi dwiema teoriami (np. teoria B i nasza
petna teorig prawdy). Méwimy, ze Th, jest konserwatywna nad Thy, jesli
dla dowolnego zdania ¢ z jezyka teorii Thy

Thy F ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy Thy F ¢.
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Przyktady

Zwykle przyjmujemy, ze B to arytmetyka Peana PA.
@ Teorie te dos$¢ doktadnie przebadano, wiec stanowi wygodne tto do
poréwnywania réznych aksjomatéw charakteryzujacych pojecie
prawdy.
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Przyktady

Zwykle przyjmujemy, ze B to arytmetyka Peana PA.

@ Teorie te dos$¢ doktadnie przebadano, wiec stanowi wygodne tto do
poréwnywania réznych aksjomatéw charakteryzujacych pojecie
prawdy.

@ Nie rodzi tylu ktopotéw filozoficznych, co wybdr teorii mnogosci.
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Przyktady

Zwykle przyjmujemy, ze B to arytmetyka Peana PA.

@ Teorie te dos$¢ doktadnie przebadano, wiec stanowi wygodne tto do
poréwnywania réznych aksjomatéw charakteryzujacych pojecie
prawdy.

@ Nie rodzi tylu ktopotéw filozoficznych, co wybdr teorii mnogosci.

@ Tak naprawde, od wyboru teorii bazowej niezbyt wiele zalezy.
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Przyktady

Podstawowa teorie prawdy TB™ mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposéb:
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Przyktady

Podstawowa teorie prawdy TB™ mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposéb:
bierzemy wszystkie aksjomaty PA i dodajemy wszystkie zdania postaci:

T("¢") =9,

gdzie ¢ jest zdaniem arytmetycznym.
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Przyktady

Podstawowa teorie prawdy TB™ mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposéb:
bierzemy wszystkie aksjomaty PA i dodajemy wszystkie zdania postaci:

T("¢") =9,

gdzie ¢ jest zdaniem arytmetycznym.
O TB™ mozna mysle¢ jako o formalizacji wtasnoéci , dyskwotacji” pojecia
prawdy.
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Przyktady

Inng podstawowa zasada jest kompozycyjnos$¢ predykatu prawdy.
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Przyktady

Inng podstawowa zasada jest kompozycyjno$¢ predykatu prawdy. Teorie

CT™ definiujemy jako rozszerzenie arytmetyki Peana PA o nastepujace
aksjomaty:

Q@ Vx,y (ClTerm(x) A ClTerm(y)) — T("x = y) = val(x) = val(y).
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Przyktady

Inng podstawowa zasada jest kompozycyjno$¢ predykatu prawdy. Teorie

CT™ definiujemy jako rozszerzenie arytmetyki Peana PA o nastepujace
aksjomaty:

Q@ Vx,y (ClTerm(x) A ClTerm(y)) — T("x = y) = val(x) = val(y).
@ Vx,y (Sent(x) ASent(y)) — T("xAy")=T(x)A T(y).
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Przyktady

Inng podstawowa zasada jest kompozycyjno$¢ predykatu prawdy. Teorie

CT™ definiujemy jako rozszerzenie arytmetyki Peana PA o nastepujace
aksjomaty:

Q@ Vx,y (ClTerm(x) A ClTerm(y)) — T("x = y) = val(x) = val(y).

@ Vx,y (Sent(x) ASent(y)) — T("xAy")=T(x)A T(y).
Q Vx Sent(x) — T("T—x7) =-T(x).
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Przyktady

Inng podstawowa zasada jest kompozycyjno$¢ predykatu prawdy. Teorie
CT™ definiujemy jako rozszerzenie arytmetyki Peana PA o nastepujace
aksjomaty:

Q@ Vx,y (ClTerm(x) A ClTerm(y)) — T("x = y) = val(x) = val(y).

@ Vx,y (Sent(x) ASent(y)) — T("xAy")=T(x)A T(y).

Q Vx Sent(x) — T("T—x7) =-T(x).

Q vx,y (Var(x) AForm(y)) — T("3x y7) =3Ix T("y(x)).
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Formalizacja pytania zasadniczego

Przyktady

Osobiscie zapisalibySmy aksjomaty CT~ w nastepujacy sposéb przejrzysty

a niepoprawny:
Q Vs,t T(s=t)=s"=t°.
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Przyktady

Osobiscie zapisalibySmy aksjomaty CT~ w nastepujacy sposéb przejrzysty
a niepoprawny:

Q Vs,t T(s=t)=s"=t°.

@ Vo, T(pAY)=ToA Ty
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Przyktady

Osobiscie zapisalibySmy aksjomaty CT~ w nastepujacy sposéb przejrzysty
a niepoprawny:

Q Vs, t T(s=1t)=s°=t°

Q@ Vo, T(dNY)=ToA To.

Q@ Vo T(—¢)=-To.
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Przyktady

Osobiscie zapisalibySmy aksjomaty CT~ w nastepujacy sposéb przejrzysty
a niepoprawny:

Q Vs, t T(s=1t)=s°=t°

Q@ Vo, T(dNY)=ToA To.

Q@ Vo T(—¢)=-To.

Q Vv, é(v) T(Iv ¢(v)) = 3x T(4(x)).
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Kluczowe pojecia

Niech Thy, Thy beda dowolnymi dwiema teoriami (np. teorig bazowa B i
teorig prawdy).
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Formalizacja pytania zasadniczego

Kluczowe pojecia

Niech Thy, Thy beda dowolnymi dwiema teoriami (np. teorig bazowa B i
teorig prawdy). Powiemy, ze Th; jest konserwatywna semantycznie nad
Thy, jesli dla dowolnego modelu M = Th;
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Formalizacja pytania zasadniczego

Kluczowe pojecia

Niech Thy, Thy beda dowolnymi dwiema teoriami (np. teorig bazowa B i

teorig prawdy). Powiemy, ze Th; jest konserwatywna semantycznie nad
Thy, jedli dla dowolnego modelu M |= Thy istnieje taki podzbiér T C M,
ze

(M, T) k= Thy.
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Formalizacja pytania zasadniczego

Kluczowe pojecia

Niech Thy1, Thy beda dwiema teoriami prawdy nad t3 sama teorig bazowa
B.
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Formalizacja pytania zasadniczego

Kluczowe pojecia

Niech Thy, Thy beda dwiema teoriami prawdy nad t3 samga teoriag bazowa

B. Powiemy, ze Th; jest B-konserwatywna semantycznie nad Thy, jesli
dla dowolnego modelu M = B
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Formalizacja pytania zasadniczego

Kluczowe pojecia

Niech Thy, Thy beda dwiema teoriami prawdy nad t3 samga teoriag bazowa
B. Powiemy, ze Th; jest B-konserwatywna semantycznie nad Thy, jesli
dla dowolnego modelu M = B jedli istnieje podzbiér T C M, taki ze

(M, T) = Thy,

to istnieje T C M, taki ze (M, T') = Th,.
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Formalizacja pytania zasadniczego

Pytanie zasadnicze

Mozemy teraz przeformutowaé nasze podstawowe pytanie:
o Ktoére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne nad arytmetyky Peana?
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Formalizacja pytania zasadniczego

Pytanie zasadnicze

Mozemy teraz przeformutowaé nasze podstawowe pytanie:
o Ktoére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne nad arytmetyky Peana?
o Ktére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne semantycznie nad PA?
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Formalizacja pytania zasadniczego

Pytanie zasadnicze

Mozemy teraz przeformutowaé nasze podstawowe pytanie:
o Ktoére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne nad arytmetyky Peana?
o Ktére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne semantycznie nad PA?

o Ktére aksjomaty dla predykatu prawdy pozwalaja udowodnié wiecej
twierdzen?
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Formalizacja pytania zasadniczego

Pytanie zasadnicze

Mozemy teraz przeformutowaé nasze podstawowe pytanie:
o Ktoére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne nad arytmetyky Peana?
o Ktére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne semantycznie nad PA?

o Ktére aksjomaty dla predykatu prawdy pozwalaja udowodnié wiecej
twierdzen?

@ Miedzy ktérymi teoriami prawdy zachodzi relacja PA-konserwatynosci
semantycznej?
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Formalizacja pytania zasadniczego

Pytanie zasadnicze

Mozemy teraz przeformutowaé nasze podstawowe pytanie:
o Ktoére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne nad arytmetyky Peana?
o Ktére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne semantycznie nad PA?

o Ktére aksjomaty dla predykatu prawdy pozwalaja udowodnié wiecej
twierdzen?

@ Miedzy ktérymi teoriami prawdy zachodzi relacja PA-konserwatynosci
semantycznej?
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Pytanie zasadnicze

Mozemy teraz przeformutowaé nasze podstawowe pytanie:

o Ktoére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne nad arytmetyky Peana?

o Ktére wihasnosci pojecia prawdy sprawiaja, ze staje sie ono
niekonserwatywne semantycznie nad PA?

o Ktére aksjomaty dla predykatu prawdy pozwalaja udowodnié wiecej
twierdzen?

@ Miedzy ktérymi teoriami prawdy zachodzi relacja PA-konserwatynosci
semantycznej?

W ramach wystapienia skupimy sie na punkcie pierwszym.
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Stabos¢ pojecia prawdy

Jednym z podstawowym wynikéw jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie (Kotlarski-Krajewski—Lachlan, Enayat-Visser, Leigh)
CT™ jest konserwatywna nad PA. J

Jesli zaktadamy tylko to, ze prawda jest kompozycyjna, nie uda nam sie

uzyskaé zadnych nowych informacji o pozasemantycznych aspektach
Swiata.
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Uwaga

Metodami wykorzystanymi w dowodach konserwatywnosci CT™ pidra
Enayata-Vissera i Leigha mozna pokazaé, ze CT~ rozszerzona o

nastepujace zdanie:
Vo Axpa(d) — T(o) (TPA)

jest w dalszym ciggu konserwatywna.
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Sita prawdy kompozycyjnej

CT to teoria powstajaca przez dodanie do CT~ wszystkich podstawien
schematu indukgcji, tj. wszystkich zdan postaci

(vx 6(x) = 3(S%)) — (6(0) = ¥x 6(x))

gdzie ¢ jest dowolng formuta rozszerzonego jezyka (a zatem moze
zawiera¢ predykat prawdy).
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Wyniki podstawowe

CT jest teorig bardzo niekonserwatywna nad PA:

Twierdzenie

CT FCOI’]PA
CT FCO”PA—&-ConpA

CT l—Con PA+C°nPA+ConPA
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Wyniki podstawowe

Szkic zarysu koncepcji dowodu

Przez indukcje po ztozonosci dowodu wewnatrz CT, dowodzimy
nastepujacego zdania
Vo Prr(¢) = T(9) (GRP)

tj. arytmetyczny odpowiednik zdania: zbiér zdan prawdziwych zawiera
aksjomaty PA i jest domkniety na dowodliwo$¢ w logice pierwszego rzedu.
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Wyniki podstawowe

Szkic zarysu koncepcji dowodu

Przez indukcje po ztozonosci dowodu wewnatrz CT, dowodzimy
nastepujacego zdania

Vo Prr(¢) = T(¢) (GRP)

tj. arytmetyczny odpowiednik zdania: zbiér zdan prawdziwych zawiera
aksjomaty PA i jest domkniety na dowodliwo$¢ w logice pierwszego rzedu.
Naturalny dowéd (GRP) nie wymaga wszystkich podstawien schematu
indukcji, a jedynie tych dla formut postaci .
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

WidzieliSmy, ze niektére intuicyjnie silne zasady dla pojecia prawdy nie
pozwalaja na dowodzenie nowych twierdzen arytmetycznych.
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

WidzieliSmy, ze niektére intuicyjnie silne zasady dla pojecia prawdy nie
pozwalaja na dowodzenie nowych twierdzen arytmetycznych. Naszym
celem jest lepsze zrozumienie, ktére wtasnoséci w potaczeniu

z kompozycyjnoscia sprawiaja, ze pojecie prawdy niesie istotng tres¢.
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Jedna z rozwazanych przez nas wtasnosci rozszerzajacych podstawowa
teorie kompozycyjna jest:

Vx (SetSent(x) - (T(\/ x) =3¢ € x T(¢))). (DC)

Gdzie SetSent(x) jest predykatem arytmetycznym méwigcym: ,x koduje
zbiér zdan”.
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Gtéwne twierdzenie

Nastepujace teorie prawdy dowodza tych samych twierdzen

arytmetycznych
O CT™ + (DC) + (TPA)
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Gtéwne twierdzenie

Nastepujace teorie prawdy dowodza tych samych twierdzen

arytmetycznych
O CT™ + (DC) + (TPA)
@ CT~ + (GRP).
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Whioski

Nastepujace teorie prawdy majg takie same konsekwencje arytmetyczne:

@ CT~ + (GRP)
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Whioski

Nastepujace teorie prawdy majg takie same konsekwencje arytmetyczne:
@ CT™ + (GRP)
@ CTy czyli CT™ rozszerzona o wszystkie podstawienia schematu
indukcji przez formuty klasy Ag.
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Inne naturalne zasady dla pojecia prawdy

Mozemy rozwazaé warianty (GRP), w ktérych albo ograniczamy $rodki
dowodowe do logiki zdan, albo opuszczamy warunek domkniecia.
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Inne naturalne zasady dla pojecia prawdy

Mozemy rozwazaé warianty (GRP), w ktérych albo ograniczamy $rodki
dowodowe do logiki zdan, albo opuszczamy warunek domkniecia.
Zasade refleksji zdaniowej definiujemy jako:

Vo Pt (6) — T(¢). (PRP)
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Inne naturalne zasady dla pojecia prawdy

Mozemy rozwazaé warianty (GRP), w ktérych albo ograniczamy $rodki
dowodowe do logiki zdan, albo opuszczamy warunek domkniecia.
Zasade refleksji zdaniowej definiujemy jako:

Yo PraR () = T(9). (PRP)
Zasade prawdziwosci logiki pierwszego rzedu definiujemy jako:

Vo Pr(¢) = T(9). (TFOL)
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Inne naturalne zasady dla pojecia prawdy

Mozemy rozwazaé warianty (GRP), w ktérych albo ograniczamy $rodki
dowodowe do logiki zdan, albo opuszczamy warunek domkniecia.
Zasade refleksji zdaniowej definiujemy jako:

Yo PR (0) = T(9). (PRP)
Zasade prawdziwosci logiki pierwszego rzedu definiujemy jako:
Vo Pr(¢) — T(o). (TFOL)
Zasade prawdziwosci tautologii logiki zdan definiujemy jako:

Vo Pret(¢) — T(4).
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Whioski c.d.

Nastepujace teorie dowodza tych samych twierdzen arytmetycznych:

@ CT~ + (GRP)

tetyk, Wcisto (UW)
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Whioski c.d.

Nastepujace teorie dowodza tych samych twierdzen arytmetycznych:
@ CT™ + (GRP)
@ CTy czyli CT™ rozszerzona o wszystkie podstawienia schematu
indukgcji formutami klasy Ap.
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Whioski c.d.

Nastepujace teorie dowodza tych samych twierdzen arytmetycznych:
@ CT™ + (GRP)
@ CTy czyli CT™ rozszerzona o wszystkie podstawienia schematu
indukcji formutami klasy Ag.

© CT + (PRP). (Ciedliriski).
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Whioski c.d.

Nastepujace teorie dowodza tych samych twierdzen arytmetycznych:
@ CT™ + (GRP)
@ CTy czyli CT™ rozszerzona o wszystkie podstawienia schematu
indukcji formutami klasy Ag.

@ CT + (PRP). (Ciesliriski).
© CT + (TFOL). (Cieslinski).
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Pytania otwarte

@ Czy CT 4+ (TPR) jest konserwatywna PA?

3
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Pytania otwarte

@ Czy CT 4+ (TPR) jest konserwatywna PA?
@ Czy CT™+ (DC) jest konserwatywna nad PA?

Trsoune
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

To juz naprawde ostatnia uwaga

Wiemy, ze jesli rozszerzymy jezyk PA o symbole dla (niektérych)
pierwotnie rekurencyjnych funkcji, nad CT~ + (TPR) + (DC), zasada
(GRP) jest réwnowazna nastepujacej zasadzie ekstensjonalnosci

Vovt, s(TermSeq(t) A TermSeq(s) A val(t) = val(s) —
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Przyblizanie granic (nie)konserwatywnosci

Dziekujemy bardzo za uwage.!

20 ”:,.;

TRsovie

1Zadne z podanych twierdzen nie byto prima aprilisowym dowcipem
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