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. WNIOSKOWANIA EMPIRYCZNE JAKO WNIOSKOWANIA
SUPRAKLASYCZNE

Dziatania, jakie podejmujemy w zyciu codziennym, poprzedzone sa z reguty
whnioskowaniami opartymi na niezupetnej informacji: zbior sadow | jest niezupetny, jesli nie
potrafimy rozstrzygnaé czy konkretny sad i 1 1, ani tez nie potrafimy rozstrzygnaé czy @i 1
|. Zdajac sobie sprawe, ze informacja, jaka doprowadzita nas do danego wniosku, jest
niezupetna, dopuszczamy mozliwos¢ wycofania si¢ z tego wniosku lub dodania nowych
konkluzji w sytuacji, kiedy uzyskamy nowe informacje, przy zachowaniu dotychczasowych
przestanek. Jednak liczne przyktady codziennych wnioskowan wskazujg nato, ze takie
whnioskowania sg podstawa naszych decyzji. Wszystkim tym wnioskowaniom towarzyszy
przyjmowane milczaco zatozenie, ze w normalnych warunkach taki ataki wniosek wynika z
takig atakig przestanki, jak naprzyktad: Jesli przekrece kluczyk w stacyjce samochodu, to
silnik samochodu zacznie pracowac. To ukryte tu zatozenie o normalnosci, pozwalgace na
wykluczenie wyjatkowych okolicznosci, nie daje si¢ sformalizowac¢ na gruncie logiki
klasycznej, gdyz moze to by¢ jeden z dwu przypadkow:

1. F(X)® S(x) jest w normalnych warunkach prawdziwe;

2. [F(X) U G(X)] ® S(x) niejest w normalnych warunkach prawdziwe.

Mamy wiec do czynienia z wnioskowaniami, w ktorych wniosek nie wynika z koniecznosci z
przestanek, jak w przypadku wnioskowan czysto dedukcyjnych, arelacja konsekwencji, na
jakig opieraja si¢ takie wnioskowania, jest relacja niemonotoniczng. Niemonotoniczne relacje
konsekwencji s3 w pewnym sensie silnigjsze niz klasyczna relacja konsekwencji, gdyz sa
nadzbiorami klasyczngj relacji konsekwencji, i dlatego nazywane s3 relacjami
supraklasycznymi (Makinson 2005). Interesujace jest to, ze istnigja rowniez supraklasyczne
relacje konsekwencji bedace relacjami monotonicznymi. Jak zatem mozna pogodzi¢ ich
istnienie z faktem maksymalnosci klasyczneg relacji konsekwencji? Okazuje sig, ze jest to
mozliwe tylko wtedy, kiedy te supraklasyczne relacje konsekwencji, zarbwno monotoniczne
jak tez niemonotoniczne, nie s3 domknigte na podstawianie, czyli nie sg strukturalne. Nie

istnigje bowiem supraklasyczna relacja konsekwencji w tym samym jezyku, co jezyk



klasyczng relacji konsekwencji, ktéra jest domknieta na podstawianie, z wyjatkiem samej
klasyczne relacji konsekwenciji i relacji petngj. W przypadku wnioskowan, w ktorych relacje
konsekwencji sg relacjami supraklasycznymi moze by¢ tak, ze konkluzje s3 fatszywe przy

prawdziwosci wszystkich przestanek.

I. 1. Supraklasycznerelacje konsekwencji we wnioskowaniach entymematycznych

Przyktadem supraklasycznych relacji konsekwencji, ktére sg zarazem monotoniczne, jak tez
przechodniei zwrotne, s3 relacje konsekwengji, z jakimi mamy do czynieniawe
whnioskowaniach entymematycznych . Niech L bedzie jezykiem rachunku zdan, natomiast K

I L niech bedzie ustalonym zbiorem formut, ktéry petni role dodatkowych zatozen. Niech A
bedzie zbiorem formut, ax indywidualng formuta. Zdefiniujemy relacje konsekwencji ze
wzgledu na zbidr zatozen K w nastgpujacy sposob:

Definigja: A b ¢ x wtedy i tylko wtedy, gdy nieistnigje taka interpretacjav, ze v(KEA) = 1,
av(x) =0.

Dlakazdego zbioru K relacja konsekwencji ze wzgledu na zbidr K jest nadzbiorem klasyczne)
relacji konsekwencji: P [ b , lecz nie jest to relacja konsekwencji domknieta na
podstawianie. Makinson (2005, 25) podaje nastepujacy przyktad, pokazujacy na czym polega
w tym przypadku to, ze mamy do czynienia z relacja konsekwengji, ktéra nie jest domknieta
na podstawianie.

Przyktad: Niech K = {p}, gdzie p jest zmienng zdaniowa, A ={q}, x =pUq. Niechs
bedzie funkcjg podstawiania, ktora przyporzadkowuje zmienng zdaniowe qte sama
zmienna zdaniowa, czyli s(qQ) = g, natomiast zmienng p przyporzadkowujer, czyli s(p) =r.
Wtedy otrzymujemy, ze s(x) nie jest konsekwencja s (A) ze wzgledu na zbidr K, poniewaz K
E {s(q)} =K E{q} ={p, q}. Jest tak dlatego, ze podstawienie stosujemy do zbioru A i
konkluzji x, anie do zbioru K, ktéry pozostaje staly. Zatem s(x) = r Uq nie jest
konsekwencja klasyczna zbioru {p, q}.

Przyktadem eliptycznego argumentu, ktéry staje sie wnioskowaniem ze wzgledu na
jednoelementowy zbidr K jest nastgpujacy argument: ,, Sokrates jest cztowiekiem, zatem jest
on smiertelny”, gdzie K = { Kazdy cztowiek jest smiertelny} . Dodatkowa przestanka czyni
ten argument formalnie i materialnie poprawnym. Konkluzja,, Sokrates jest smiertelny” jest
klasyczna konsekwencja zbioru przestanek: { Kazdy cztowiek jest smiertelny. Sokrates jest

cziowiekiem} .



Relacja supraklasyczna zdefiniowana w powyzszy sposob jest jednak monotoniczna.
Niech Ab x xi A B. Pokazemy, ze BP « x. Na podstawie definicji supraklasycznej relagji
konsekwengji ze wzgledu na zbidr K oraz na podstawie tego, ze AP k x dostajemy AEK b
x. Poniewaz klasyczna relacja konsekwendji jest monotonicznai poniewaz A | B dostajemy

BEKP x, czyli Bb g x.

I. 2. Supraklasycznerelacje konsekwencji niemonotoniczne we wnioskowaniach

entymematycznych

Przejdziemy od monotonicznych relacji konsekwencji, jakimi s relacje ze wzgledu na zbior
K, do niemonotonicznych relacji konsekwengji, jesli wezmiemy pod uwage maksymalne
podzbiory K’ zbioru K niesprzeczne z A. Podzbior K’ zbioru K jest niesprzeczny z A, jesli
istnigje klasycznainterpretacjav, takaze v(K’EA) = 1, natomiast K’ jest maksymalnie
niesprzeczny z A, j&sli jest niesprzeczny z A i nie jest podzbiorem wiasciwym zadnego
podzbioru K, ktéry jest niesprzeczny z A. Entymematyczna niemonotoniczng relacje
konsekwencji ze wzgledu na zbidr K definiujemy natej podstawie w nastepujacy sposob:
Definicja: A®  x wtedy i tylko wtedy, gdy K’EA b x dlakazdego podzbioru K’ I K
maksymal nie niesprzecznego z A.

Przyktad (Makinson 2005, 31): NiechK ={p® q,g®r, r® Jp}, A ={p}. K jest sprzeczny z
A, wigc musimy znalez¢ maksymalne podzbiory K niesprzecznez A. Beda to:

K'={p® q,q® r};

K'={p® q,r® &p};

K'"={gq® r,r® Jp}.

Zgodnie z definicja A ® ¢ x jesli Ki E {p} P x dlai =1,2,3. W zwiazku z tym dostajemy:
Cn(K' E {p})=Cn({p, q,1});

Cn(K" E {p}) =Cn({p, q, @1});

Cn(K™ E {p}) = Cn({p, D, @r}).

Poniewaz AP x wtedy i tylko wtedy, gdy x T Cn(A), gdzie Cn(A) = {x: AP x}, zatem x jest
niemonotoniczng konsekwencja ze wzgledu na zbior K, jesli x nalezy do wyzej
wymienionych trzech zbioréw, czyli jesli x jest klasyczna konsekwencja alternatywy:

xT Cn((pUq Ur)U(pUquU@r)U(pUaqUar)).

Alternatywatajest klasycznie rownowazna z p U (qU @r), a zatem konsekwencjami

niemonotonicznymi ze wzgledu na zbidr K s3 konsekwencje klasyczne powyzszej formuty.



Widzimy wiec, ze zbidr tych konsekwencji jest wiekszy niz zbidr klasycznych konsekwencji
zbioru A. Poniewaz nasza relacja konsekwencji ze wzgledu na zbiér K jest teraz
niemonotoniczna, wiec jest tak, ze A ® X, lecz nie zachodzi A E B ® ¢ x, dlazbioréw
formut A, B. Natomiast dla indywidualnych formut mozemy mie¢ a® ¢ x , aprzy tym
niespetniony warunek: aUb ® g X.

Przyktad ilustrujacy brak monotonicznosci relacji ®  (Makinson 2005, 32):
NiechK={p® q,q® r}, gdziep, g, r s3 zmiennymi zdaniowymi. Wtedy p ® g r, poniewaz
przestanka p jest niesprzeczna z catym zbiorem K i {p} E K b r. Lecz nie zachodzi {p, @}
® k r, poniewaz zbior przestanek teraz niejest niesprzeczny z catym zbiorem K, lecz tylko z
podzbiorem K’ ={ q® r}. Jednak nie zachodzi relacjaklasycznej konsekwengji{ p, @q} E
K'P r, gdyz istnigje taka interpretacja v, ktdrajest kontr-modelem, a mianowicie v(p) = 1,
v(q) =01 v(r) = 0. Chociaz uzyskalismy tu dodatkowa informacj¢ w postaci dodatkowe
przestanki, to utracilismy jedno z zatozen ze zbioru K. To, ze wycofujemy si¢ z
wczesniegjszego wniosku r mozemy interpretowac w ten sposob, ze informacja, jakie
dostarcza nowa przestanka jest bardziej wiarygodnaw stosunku do wczesnigszych zatozen,
kt6re doprowadzity do uznaniar. We wnioskowaniach niemonotonicznych uznanie lub
odrzucenie wniosku zalezy nie tylko od struktury logiczne przestanek i ewentualnie
dodatkowych zatozen, jak to ma migjsce w przypadku wnioskowan czysto dedukcyjnych, lecz
réwniez od tresci tych przestanek i zatozen. Zaleznos¢ te dobrze ilustruje nastepujacy prosty
przyktad. Z przestanki ,, To stworzenie jest ptakiem” wyprowadzamy niemonotonicznie
wniosek: ,, To stworzenie lata” . Jesli jednak uzyskamy dodatkowa informacje: ,, To stworzenie
jest pingwinem”, to przestajemy uznawac wczesnigiszy wniosek ,, To stworzenie lata’.

Whioskowania, ktére nie s monotoniczne w zwyktym sensie moga spetnia¢ warunek
ostroznej monotonicznosci, tak jak jest w przypadku niemonotonicznych relacji konsekwencji
ze wzgle¢du na dodatkowy zbior zatozen. Jest to stabsza posta¢ monotonicznosci w tym sensie,
ze warunek zwyklgl monotonicznosci implikuje warunek ostroznej monotonicznosci, lecz nie
na odwrét. W najprostszej postaci warunek ostroznej monotonicznosci przybiera nastepujaca
postac:

(OM) JEIIA®KXiA®kyY, tOAE {x} ®yy.

W przypadku niemonotoniczneg relacji konsekwencji modulo zbidr zatozen K mamy do
czynienia z pragmatycznym dylematem. Polega on natym, ze j&sli K niejest domknicty na
klasyczng konsekwencje, czyli gdy K 1 Cn(K), to niemonotoniczna rel acja konsekwencji

modulo K moze by¢ zalezna od sposobu sformutowania K, anie od jego zawartosci;



natomiast jesli K jest domkniety na klasyczng konsekwencje, czyli gdy K = Cn(K), to ta
relacja konsekwencji jest identyczna z klasyczna relacja konsekwencji w przypadku
sprzecznosci zbioru A z K. Ponizszy przyktad pokazuje, ze otrzymamy rézne
niemonotoniczne relacje konsekwencji, odpowiednio modulo K i K’, dlaklasycznie
rownowaznych zbioréw K i K'. NiechK ={p® (qUr), r® @p}, aK’ ={p®q,p®r,r
® Op}, ktore s3 klasycznie rownowazne. Niech A = {p}. Zatem A jest sprzecznez K, a
podzbiorami K, ktére s3 maksymalne niesprzeczne z A sa:

{pP®(QUn}i{re®ap.

Poniewaz q nie jest konsekwencja klasyczng zbioru {p, r ® @p} wigc tym samym nie
zachodzi relacja A® g Q.

Podzbiorami K’, ktére s3 maksymalnie niesprzeczne z A sa:

{p®q,p®1} i {p® q, r® p}.

Tym samym q jest klasyczng konsekwencja obu tych podzbioréw K wraz ze zbiorem A =

{p}, azatem w tym przypadku dostgjemy: A® ¢ Q.

I. 3. Supraklasycznerelacje konsekwencji z ogr aniczonym zbiorem inter pretacji

Relacje konsekwencji, ktore sa nadzbiorami klasyczng relacji konsekwencji mozemy uzyskac
réwniez wtedy, kiedy ograniczymy zbior interpretacji, czyli gdy wezmiemy pod uwage
podzbior W catego zbioru interpretacji V i zdefiniujemy relacje konsekwencji nie ze wzgledu
naV, lecz ze wzgledu naW:
Definicja: A b w x wtedy i tylko wtedy, gdy nieistnigje interpretacjav nalezagcado W taka,
ze V(A)=1,av(x) =0.
Otrzymamy w ten sposob supraklasyczne rel acje konsekwencji, ktére nie sg domkniete na
podstawianie. Niech warunek supraklasycznosci wyraza nastepujacaimplikacja:
Jesli ab x,toab w Xx.

Zatbzmy, ze ab x. Zatem v(X) = 1 dlakazdgj interpretacji v, przy ktorg v(a) = 1. Tym samym
v(x) = 1 dlakazdg interpretacji vi W, przy ktorej v(a) = 1, azatem ab X, co dowodzi
zachodzenie warunku supraklasycznosci relacji konsekwencji ze wzgledu na zbiér
interpretacji W.

Jesli wezmiemy pod uwage skonczony jezyk, czyli jezyk generowany przez
Boolowskie spojniki ze skonczonego zbioru zmiennych zdaniowych, to dlatakiego jezyka

supraklasyczne monotoniczne relacje konsekwencji ze wzgledu na zbior zatozen K sg tymi



samymi relacjami konsekwencji co supraklasyczne monotoniczne relacje konsekwencji ze
wzgledu na zbior interpretacji W. Gtéwna réznica migdzy tymi dwoma rodzajami
supraklasycznych relacji konsekwencji polega natym, ze relacje konsekwencji z
ograniczonym zbiorem interpretacji nie zawsze spetniaja warunek zwartosci, lecz informatyk,
ktory pracuje na skonczonym jezyku, moze uwaza¢ te dwa rodzaje konsekwencji za

réwnowazne, gdyz na skonczonym jezyku spetniajg one warunek zwartosci.

I. 4. Preferencyjnerelacje konsekwengji

Przejscie od supraklasycznych monotonicznych relacji konsekwencji do supraklasycznych
niemonotonicznych odbywa si¢ za posrednictwem modeli preferencyjnych. Modelem takim
jest para (W, <), gdzie W jest, tak jak poprzednio, zbiorem interpretacji, a< jest
przciwzwrotng i przechodnig relacja naW. Dysponujac pojeciem modelu preferencyjnego
mozemy zdefiniowa¢ preferencyjna relacje konsekwencji w nastepujacy sposob:
Definigja: A ® < x wtedy i tylko wtedy, gdy diakazdej interpretacji v W, ktéra jest
minimalna ze wzgledu na< i ktoraspetnia A, v(x) = 1. Inaczef mowiac, gdy kazdy
minimalny ze wzgledu na< model A jest modelem x.
Niech A bedzie zbiorem wszystkich interpretacji w zbiorze W, ktére spetnigia A, czyli A ={v
T W: v(A) = 1} jest zbiorem modeli formut zawartych w A. Niech minc A bedzie zbiorem
wszystkich minimalnych elementéw A czyli zbiorem modeli minimalnych formut zawartych
w A. Przy takig notacji mozemy nasza definicje sformutowa¢ w nastgpujacy sposob: A® < x
wtw, gdy v xjeslivi minc A, co mozemy sprowadzi¢ do nastepujace] rownowaznosci:
A® < x witw, gdy mincAl x.
Korzystajac z powyzszej notacji mozemy zdefiniowac¢ warunek zastopowania modeli
preferencyjnych:
Jeslivl A toabovi minc A, aboistnigeu<v, gdzieul min<A.

Poprzednio zdefiniowana relacje konsekwencji A b v X mozemy uwazaé za szczegolny
przypadek preferencyjng relacji konsekwencji, gdy < jest relacja pusta. Preferencyjne relacje
konsekwencji sg niemonotoniczne.

Przyktad niemonotonicznej preferencyjngj relacji konsekwencji (Makinson 2005, 69):
Niech jezyk L zawieratrzy zmienne zdaniowe p, g, r. Niech W bgdzie zbiorem dwu
interpretacji v’ i v'’ zdefiniowanych w nastepujacy sposob: v’ (p) =Vv'’'(p) =1, v'(q) =0,
v'(q)=1,v'(r) =1, v’ (r) = 0. Interpretacje te uporzadkowane s tak, ze v’ <v’’. W takim



modelu preferencyjnym p ® < r, poniewaz ngjmniejsza interpretacja, przy ktore p jest
prawdziwe jest v’ i r jest tez prawdziwe przy v'. Lecz w modelu tym nie zachodzi
preferencyjna relacja konsekwencji p Uq ® < r, poniewaz najmnigjsza interpretacja, przy
ktorgj p U g jest prawdziwe jest v'’, ar jest fatszywe przy v'’. Przyktad ten pokazuje zarazem,
ze niemonotoniczna preferencyjnarel acja konsekwencji moze nie by¢ przechodnia, gdyz
mamy: pUq® <pip® <, lecz niezachodzi pUq® <.

Latwo moznawykaza¢ supraklasycznos¢ preferencyjnych relacji konsekwengji.
Wyrazimy supraklasycznos¢ przy pomocy warunku: Jesli Ap X, to A® < x. Niech
preferencyjnarel acja konsekwencji bedzie okreslona przez model preferencyjny (W, <). Dla
dowodu zat6zmy, ze nie zachodzi relacja A® < x. Pokazemy, ze nie zachodzi tez wtedy AP X.
Jesli nie zachodzi relacja preferencyjnegl konsekwencji, to istnigje minimalny model zbioru A:
v, ktory nie jest modelem x, azatem v(x) = 0. Poniewaz jednak v jest minimal nym modelem
zbioru formut A, wiec v(A) = 1. Zatem nie zachodzi klasyczna relacja konsekwencji Ap x.

Preferencyjne relacje konsekwencji nie zawsze spetnigja warunek ostroznej
monotonicznosci, ktory w przypadku indywidua nych formut ma postaé:

Jeslia® bia®x, toalb® x.
Chociaz wtasnos¢ ta czasami nie przystuguje preferencyjng relacji konsekwencji, to jednak
zawsze wystepuje w przypadku skonczonych modeli preferencyjnych. Ogoélnie méwiac
zachodzi onawtedy, gdy model spetnia warunek zastopowania gwarantujacy istnienie
minimalnych modeli preferencyjnych. Preferencyjne relacje konsekwencji moga by¢ réwniez
pozbawione wiasnosci zachowania niesprzecznosci. Jest to wiasnos¢ opisana przez warunek:

Jesli A® f, to Ab f,

Gdzief jest klasyczng sprzecznoscig. Wtasnos¢ ta zachodzi dla supraklasyczne relagji
konsekwencji modulo K, lecz moze nie zachodzi¢ dla niemonotoniczng preferencyjnej relagji
konsekwencji z tego powodu, ze niektére interpretacje sa pominicte. Gdy interpretacja, przy
ktorg ajest prawdziwe nie nalezy do W, to dostaniemy v(a) = 0 dlawszystkich v nalezacych
do W, pomimo tego, ze anie jest klasyczng sprzecznoscia, a zbiér minimalnych modeli
preferencyjnych sadu a bedzie pusty i tym samym niemonotoniczng preferencyjna
konsekwencja a begdzie f. Zachowanie niesprzecznosci obowiazuje dla preferencyjnych

modeli zastopowanych w nast¢pujacej postaci: Jesli A ® < f, to Ab w f.

I. 5. Konsekwencja klasyczna definiowana przez funkcj ¢ prawdopodobienstwa



Z niemonotonicznoscia mamy tez do czynieniaw przypadku wnioskowan statystycznych.
Prawdopodobienstwo warunkowe sadu x ze wzgledu na sad a moze spadaé, jesli dotaczymy
do a dodatkowa informacje b: p(x/aUb) < p(x/a), gdzie p jest funkcja prawdopodobieastwa.
Aksomatyka K otmogorowa definiuje pojecie funkcji prawdopodobienstwa. Dziedzing tej
funkcji moze by¢ zbidr wszystkich formut Boolowskich jezyka zdaniowego, natomiast
przeciwdziedzing przedzial domkniety liczb rzeczywistych [0, 1]. Jeden z tych aksjomatow
mowi, ze
p(x) £ p(y), j&sli xPy.

Funkcja prawdopodobienstwap: L ® [O, 1] jest bogatsza niz funkcjainterpretacji v: L ® {0,
1}, atym samym teoria prawdopodobienstwa jest znacznie bardziegj ztozona niz logika funkgji
prawdziwosciowych. To prowadzi do tego, ze nieistnigje jeden sposdb opisywania rel acji
klasyczngl konsekwencji w terminach probabilistycznych. Jednym z takich sposobdw,
odwotujacym sie do wspomnianego aks omatu Kotmogorowa, jest nastepujaca definicja:
Definicja: Dladowolnych formut Boolowskich a, x: ab x wtedy i tylko wtedy, gdy p(a) £
p(x), dlakazdg funkcji p: L ® [O, 1].
Zachodzenie warunku: jesli ab x, to p(a) £ p(x) zagwarantowane jest wyzej wymienionym
aksomatem Kotmogorowa. Latwo zauwazy¢, ze zachodzi tez warunek w odwrotna strong:
jesli p(a) £ p(x), to ab x. Dladowodu zatézmy, ze x nie jest konsekwencja klasyczng a.
Zatem istnigje taka funkcjainterpretacji v: L ® {0, 1}, zev(a) = 1; v(x) = 0. Poniewaz
funkcjav jest szczegdlnego rodzaju funkcja prawdopodobienstwa, gdyz spetnia wszystkie
akgomaty Kotmogorowa, wiec otrzymujemy v(a) > v(x), co konczy dowod.
Inne aksomaty Kotmogorowa definiujace funkcje prawdopodobienstwa:

1. OEp(xX)£1

2. p(x) =1 dlapewng formuty x

3. p(x Uy) = p(x) + p(y), jesli x jest klasycznie sprzeczne z y.
Funkcja prawdopodobienstwa jest rozumianatu jako dowolna funkcja ze zbioru formut
jezyka domknietego na operacje Boolowskie w zbidr liczb rzeczywistych spetnigjgca cztery
aksomaty Kotmogorowa. Chociaz funkcjatamate sama dziedzine, jaka posiadafunkcja
interpretacji w klasycznym rachunku zdan, to zdecydowanie rozni si¢ od tej ostatnigj. W
klasycznym rachunku zdan wartosciowanie zmiennych zdaniowych moze by¢ jednoznacznie
rozszerzone na zbior wszystkich formut, lecz funkcja prawdopodobienstwa nie. Beds istniaty

wartosciowania zmiennych zdaniowych przypisujace im liczby rzeczywiste z przedziatu [0,



1], ktére moga by¢ rozszerzone nawigce niz jeden sposob do funkcji p na zbiorze wszystkich
formut zdaniowych spetnigjagcych aksomaty Kotmogorowa.

Przyktad (Makinson, 2005, 115): Rozwazmy jezyk z dwiemazmiennymi zdaniowymi:
g, r . Niech funkcjawartosciowaniaf przyporzadkowuje im f(q) = f(r) = 0,5. Istnigle wiele
sposobdw, w jakie mozemy rozszerzy¢ ja do funkcji prawdopodobienstwap: L ® [0, 1]. Przy
jednym z nich mamy p(q Ur) = p(@q U @r) =0,5i p(qU®@r) = p(@q Ur) = 0. Natomiast przy
drugigj funkcji prawdopodobieastwa mozemy mies: p'(qUr) =p'(qU@r) = p' (Dq Ur) =
P’ (Dq U @r) = 0,25. Rozwazmy teraz klasyczny jezyk zdaniowy L ze skonczong liczba
zmiennych zdaniowych n. Przez opis stanu tego jezyka rozumiemy koniunkcje n zmiennych,
z ktorych kazda jest abo zwyktg zmienna, albo jg negacja. Niech f bedzie funkcja na zbiorze
2" opisdw stanu naszego jezykaw zbidr [0, 1] taka, ze jgf wartosci sumuja sie do 1. Funkcje
takg nazywamy rozk/adem prawdopodobierstwa. Wtedy f moze by¢ rozszerzonaw
jednoznaczny sposob do funkcji prawdopodobienstwap: L ® [0, 1] spetnigjacel aksomaty
Kotmogorowa.
Jesli p jest funkcja prawdopodobienstwa przyporzadkowujaca sadowi a pewng wartosc ze
zbioru [0, 1] i dowiemy sSie, ze ajest prawdziwe, to jak zmodyfikujemy p na podstawie tej
informacji? W takiej sytuacji powinnismy przejsé od funkgji p do funkcji p(x/a) = p(x U
a)/p(a). Jest to funkcja prawdopodobienstwa warunkowego okreslona natej samej dziedzinie,
na ktérej okreslona jest funkcja p. Rozwazmy jeszcze inne sposoby definiowania klasyczne)
relacji konsekwencji w terminach prawdopodobienstwa.
Definicja: Niech t bedzie dowolng liczba rzeczywista z przedziatu [0, 1] taka, zet jest rézne
od 0; a, x niech reprezentuja dowolne Boolowskie formuty, wtedy ab x wtw, gdy dla kazde
funkcji prawdopodobienstwap jesli p(a) 3 t, to p(x) 3 t.
Liczbat nazywana jest wielkoscia progowa tego warunku. Inna definicja ten sam warunek
wyraza rownowaznie w nastepujacy sposob:
Definicja: ab x wtedy i tylko wtedy, gdy p(x/a) 3 t lub p(a) = O, dla kazdg funkcji
prawdopodobienstwa p.
Definicjata odwotuje si¢ do prawdopodobienstwa warunkowego. Jeszcze inny warunek
definiujacy klasyczna relacje konsekwencji w terminach prawdopodobienstwa to:
Definicja: ab x wtedy i tylko wtedy, gdy p(a® x) 3 t; lub réwnowaznie p(@aUx) 3 t, dia
kazdg funkcji prawdopodobienstwa p.



I. 6. Supraklasycznerelacje konsekwencji definiowane w ter minach

prawdopodobienstwa

Majac zdefiniowang klasyczna relacj¢ konsekwencji w terminach prawdopodobienstwa
mozemy zastanawia¢ si¢ nad tym, jak mozna otrzymac supraklasyczne relacje konsekwencji i
ewentual nie niemonotoniczne. Jak si¢ okazuje do relacji supraklasycznych prowadzi
ograniczenie zbioru funkcji prawdopodobienstwa do pewnego niepustego podzbioru Q zbioru
P wszystkich funkcji prawdopodobienstwa dla danego jezyka. Na przyktad w przypadku
warunku ab x wtw, gdy p(a) £ p(x), jesli jest taka formuta Boolowska, ktoranie jest
tautologia, lecz taka ze p(x) = 1 dlakazdej funkcji p ze zbioru Q, to chociaz x nie bgdzie
klasyczng konsekwencja dowolng formuty, to bedzie konsekwencja supraklasyczna. Relacja
tajednak bgdzie monotoniczna. Zatbézmy, ze spetniony jest warunek p(a) £ p(x) dlakazde
funkcji prawdopodobienstwaw zbiorze Q. Wtedy p(aUb) £ p(a) £ p(x) dlawszystkich p 1

Q. Natomiast w przypadku warunku odwotujacego si¢ do prawdopodobienstwa
warunkowego: p(x/a) 3 t lub p(a) = 0, gdy ponadto zbidr Q nie jest domkni¢ty na
prawdopodobienstwo warunkowe, relacja konsekwencji moze nie by¢ monotoniczna. W
szczegblnym przypadku jest tak wtedy, gdy Q jest zbiorem { p}. Przyktad (Makinson 2005,
128): Musimy znalez¢ odpowiednie formuty Boolowskie a b, x i odpowiednig funkcje p taka,
zep(x/a) 3 t, podczas gdy p(x/alb) < t. Zatézmy, ze mamy w jezyku tylko q i r, arozktad
prawdopodobienstwa dla wszystkich czterech opisow stanu mawartos¢ 0,25, wartosé t = 0,5,
przy czym

a=qU@aq

x=qUr

b=@qU ar.

Wtedy dostajemy p(a) = 1, p(x/a) = p(x Ua)/p(a) = p(x) = p(q Ur) = 0,75.

Natomiast p(x/aUb) = p(x UaUb)/p(aUb) = p[(qVvr) U(qv @q) U(Dq U]/ pl(qv 3q) U
(@q U @r) = 0/0, 25 = 0. Zatem relacja konsekwencji miedzy konkluzja x i przestanka a
zachodzi, natomiast nie zachodzi, gdy do przestanki a dodamy przestanke b, a zatem relacja
konsekwencji definiowana przez warunek: p(x/a) 3 t nie jest monotoniczna. W ten sposob
pokazalismy tym samym, ze mozemy zdefiniowa¢ nastepujaca niemonotoniczng relacje
konsekwendji: Dla dowolngj liczby rzeczywistej t1 [0, 1] i takigj, zet 0 oraz dowolnej
funkcji prawdopodobienstwap: a® ¢ X wtedy i tylko wtedy, gdy p(x/a) 2 t lub p(a) = 0.

Definicjatawyraza pojecie wystarczag gcego prawdopodobienstwa x na podstawie danego a.
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Makinson (2005, 130) podaje rowniez przyktad niemonotoniczneg relacji konsekwencji
zdefiniowanej w nastepujacy sposob: a® i, x wtedy i tylko wtedy, gdy p(x/a) 3 p(x), pod
warunkiem, ze p(a) * 0. W tym przypadku warunek a prowadzi do prawdopodobienstwa X,
ktore jest wyzsze niz mogtoby by¢ bez tego warunku.

Supraklasyczne relacje konsekwencji zdefiniowane w terminach funkgji
prawdopodobienstwa, w przeciwienstwie do innych relacji supraklasycznych, nie posiadaja
wiasnosci koniunkcji w konkluzji, jaka przystuguje rowniez klasycznej relacji konsekwenciji,
ktéra sprowadza sie do tego, ze:

Jesli Ab x i APy, to Ab x Uy.
Przyktad: Rozwazmy relacje konsekwencji z poprzedniego przyktadu ® i, gdzie wyraza ja
warunek: p(x/a) 2 t lub p(a) = 0, oraz ten sam jezyk i ten sam rozktad prawdopodobienstwa
jak w poprzednim przyktadzie. Niech abedzietautologia, x =q,y =r, t = 0,5. Wtedy
dostgemy p(x/a) = p(x) = 0,53 t oraz p(y/a) = p(y) = 0,5. Zatem x wynika supraklasycznie z a
i y wynika supraklasycznie z a. Natomiast p(x Uy/a) = p( x Uy) =0,25 < t, wiec z anie
wynika supraklasycznie x Uy.

Witasnos¢ koniunkgji w konkluzji moze by¢ postrzegana jako nieintuicyjna, gdy w
zatozeniu ma by¢ konkluzja duzej liczby formut, a nie tylko dwu. Mowi o tym tzw. paradoks
loterii. Jesli loteria maduza liczbe losow n, wtedy dla kazdego losu jest wysoce
prawdopodobne, ze nie bedzie losem wygrywajacym i tym samym racjonalnie jest mie¢
przekonanie, ze tak jest. Jednak jest tez pewne, ze pewien los wsrdd tych n, wygra, a zatem
racjonalnie jest tez mie¢ takie przekonanie. Mamy wiec sytuacje, w ktorej z jednej strony
racjonalnie jest by¢ przekonanym o kazdym elemencie zbioru n + 1 sgdéw, lecz z drugie)
strony nie jest racjonalne by¢ przekonanym o koniunkcji ich wszystkich, poniewaz jest to sad
logicznie sprzeczny. Tym samym nie jest racjonalne w tym przypadku respektowanie reguty
koniunkgji w konkluzji. Supraklasyczne relacje konsekwencji definiowane przez funkcje
prawdopodobienstwa, w przeciwienstwie do innych relacji suraklasycznych, nie spetnigja tez
reguty (prawego) ostabienia

Jesli x wynika supraklasyczniez A i x by, to y wynika supraklasycznie z A.

|. 7. Supraklasyczne relacje konsekwencji definiowane w ter minach funkcji mozliwosci
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Funkcje mozliwosci definiowane sg tak jak funkcje prawdopodobienstwa z ta roznica, ze
aksomat Kotmogorowa méwiacy o dodawaniu prawdopodobienstw zastepujemy
nastgpujacym warunkiem:

p(x Uy) = max(p(x), p(y))-
Tazmiana pociagato, ze mamy teraz p(x) = 1 lub p(@x) = 1 dladowolng formuty x, podczas
gdy dla prawdopodobienstwa zachodzi rownos¢: p(@x) = 1 —p(x). W terminach funkcji
mozliwosci mozemy zdefiniowac supraklasyczng relacje konsekwenci.
Definicja: Dladowolng funkcji mozliwosci p definiujemy relacje ® ,, przy pomocy reguty:
a® , x wtw, gdy albo p(aU@x) < p(aUx), abo @ajest tautologia.
Moznawykazac, ze kazda takarelacja® |, jest supraklasyczna, a ponadto dlajezykow
skonczonych, spetniawarunek koniunkcji w konkluzji, kumulacyjna przechodniosé: jesli a
®xiaUx®y,toa®y, ostrozng monotonicznosé: jeili a® xi a®y,toaUx® vy i
racjonalna monotonicznosé. Racjonalna monotonicznos¢ definiowana jest za pomoca
warunku:
(RM) Jesli a® x i nie zachodzi relacjaa® @b, toaUb ® x.

|. 8. Supraklasycznerelacje konsekwencji w teoriach zmiany przekonan

Wnioskowania niemonotoniczne maja wiele wspdlnego z logika zmiany przekonan, ktora
opisuje to, w jaki sposdb istnigjace przekonania moga by¢ modyfikowane. Koncentruje si¢
ona natakich trzech operacjach jak: rozszerzenie, kontrakcjai rewizja.

Definicja: Niech K bedzie zbiorem formut Bool owskich reprezentujacych zbior przekonan, a
niech symbolizuje formute. Przez rozszerzenie K przez a, K + a, rozumiemy zbiér wszystkich
konsekwengji K i a Cn(K E {&}), gdzie Cn jest klasyczna konsekwencja. Gdy K jest
sprzeczne z a, K + a= Fm (zbior wszystkich formut jezyka).

Kontrakcjajest usunieciem sadu a ze zbioru przekonan K w taki sposob, ze zbiér K —anie
pociggaa, oile aniejest tautologia. Rewizjajest procesem dodania sadu do zbioru przekonan
K w taki sposob, ze otrzymany w ten sposob zbidr K * ajest niesprzeczny, oile ajest
niesprzeczne. W przeciwienstwie do rozszerzenia te dwa ostatnie pojecia nie s3 jednoznacznie
wyznaczone. Nie istnigje jedyna operacja kontrakcji lub rewizji, ktéra bytaby , wiasciwa’ dla
wszystkich sytuacji. Z konsekwencja niemonotoniczng najbardziel zwigzanajest operacja
rewizji. Jest to operacja dwuargumentowa, podczas gdy operacja konsekwencji jest
jednoargumentowa. Mozemy ja tatwo przeksztatci¢ w operacje jednoargumentowa: * a(K)
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rewizji K modulo a. Operacje te nie spetniaja inkluzji: K I *a(K), poniewaz mozemy nie
mie¢ K I K * a Takainkluzjanie moze zachodzié jesli ajest niesprzeczne, ajednoczesnie
sprzeczne z K, poniewaz cos bedzie musiato by¢ usuni¢te z K dla odzyskania niesprzecznosci.
Trudno bytoby wigc myslec o tej operacji jako o rodzaju inferencji. Natomiast
jednoargumentowa operacja * K (a): operacjarewizji przy pomocy amodulo K moze by¢
odczytana jako operacja konsekwencji. Réwniez odwrotnie, operacje konsekwenci
spetniajace odpowiednie warunki moga by¢ postrzegane jako funkcje rewizji.

Proces kontrakcji i rewizji nie s3 od siebie niezalezne. Rewizja moze by¢ rozumiana
jako ztozony proces kontrakcji a nastepnie rozszerzenia. Najpierw usuwamy z K to, co jest
sprzeczne z a, a potem wiaczamy a. Stad definicja: K * a= Cn((K - @a) E {a}).

Definicja: Rozwazmy zbidr przekonan K jako zbior formut Boolowskich (domknietych lub

nie nakonsekwencje klasyczng). Dla kazde formuty a, niech K, bedzie rodzing wszystkich

podzbioréw K’ | K, ktore s maksymalnie niesprzeczne z a. Niech d bedzie funkcja selekdji

podrodziny d(Kg) | K. Wtedy operacje rewizji zdefiniujemy (Makinson, 146):
K*a=CnC{(K:K T dK}E {a}).

Jest zwyczaj odrézniania rewizji przekonan od ich aktualizacji. Rewizjajest procesem
zZmiany przekonan na podstawie zmiany w naszym sposobie myslenialub na podstawie
dodatkowej informacji. Aktualizacja przekonan jest procesem ich zmiany na podstawie
zmian, jakie odbywaja sie¢ w swiecie. Niech S bedzie zbiorem, ktorego elementami sa swiaty
(stany). Dla kazdego takiego elementu s rozwazamy rodzine relacji <. Kazdatakarelacja
rozumianajest jako relacja odlegtosci miedzy swiatami od swiata s. Relacje takie musza by¢
przeciwzwrotne, przechodnie i zastopowane oraz spetnigjace warunek, ktory méwi, ze zaden
swiat niejest tak blisko sjak s.

Definicja: Niech K bedzie zbiorem formut Bool owskich rozumianym jako zbior przekonan,
ktory ma by¢ uaktuaniony, niech a bedzie formuta, ktora uaktualnia. Rezultat aktualizacji K
przez a, K#a, jest definiowany jako zbior wszystkich formut x, ktére s3 prawdziwe w kazdym
stanie s, ktory spetniaai jest tak blisko jak to tylko mozliwe pewnego stanu s spetniajgcego
K (s jest minimalnym stanem ze wzgledu narelacje <s w zbiorze wszystkich a-stanéw),
czyli:

K#a={x:minsal xdakazdegosl K}.
Jesli K1 K, toK#al K’#a. Warunek ten wyraza monotonicznoéé argumentu K. Jednak
warunek monotonicznosci nie musi zachodzi¢ dla uaktualnigjacej formuty a, a zatem nie

zawsze jest tak, ze: K#al K#(aUb). W teorii rewizji przekonan zachodzi warunek: K * a=
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Cn(K E {a}), j&sli K jest niesprzeczne z a, natomiast w teorii aktualizagji nie mamy
podobnego warunku. Tak jak w przypadku rewizji, aktualizacja moze by¢ zdefiniowanajako
relacja konsekwencji modulo K. Kazdy wybér K okresla osobng relacje Yk zdefiniowang
jako:

A Yk x wiw, gdy x T K#A
Czyli dlakazdego K-stanu s, X jest prawdziwe w kazdym stanie t ktory jest minimalny ze
wzgledu narelacje <s w zbiorze wszystkich A-standw.

[I.INFORMACJA

Informacja, w jednym ze swych uje¢, bywa utozsamiana z naturalnym, w przeciwienstwie do
Jezykowego, znaczeniem, w jakim na przyktad dym znaczy informacyjnie ogien. Przy takim
Ujeciu to, jaka informacje dostarczajg rzeczy jest sprawa obiektywna, gdyz informacjanie
wymaga do swego istnienia, tak jak tego wymaga wiedza, istnienia swiadomych istot.
Informacja moze by¢ tez definiowana bardzo ogdlnie jako struktura realizowana w fizycznym
swiecie poddajgca sie interpretowaniu lub wykor zystywaniu w rozsgdny sposob przez
odbiorce (Rott, 2008, 458). Matematyczna teoria komunikacji stawia pytanie, czy zdarzenia,
jakie wystepuja u odbiorcy zmieniajg prawdopodobienstwo tego, co wystapito w zrodle
informacji. Taka teoria zaktadaistnienie kanatu komunikacyjnego mi¢dzy zrédtem a
odbiorcg, jak ilustruje to nastepujacy przyktad (Dretske, 2008, 33). Jest osmiu pracownikéw a
jeden z nich musi wykona¢ jakies nieprzyjemne zadanie. Ich kierownik wydaje zlecenie, aby
wybrali sposrod siebie tego, kto wykonato zadaniei poinformowali go o tym. Posytaja
wiadomos¢ ,,H. zostat wybrany”. Teoria komunikacji identyfikuje wielkos¢ informagji
Zwigzang z wystapieniem danego zdarzenia z redukcja niepewnosci, z eliminacja mozliwosci
reprezentowang przez to zdarzenie. Na poczatku byto 8 uprawnionych osob do wykonania
zadania, nastepnie te 8 mozliwosci zostaty zredukowane do jednej przez wybor H. Nie ma
wigc dalg niepewnosci, kto wykona zadanie. Gdy liczba mozliwosci zostaje zredukowana w
ten sposob, wielkos¢ informacji jest funkcja tego, jak wiele mozliwosci byto na poczatku (w
tym przypadku 8) i odpowiednich prawdopodobienstw (0, 125 dlakazdg)). Tym samym
wielkos¢ informacji, mierzonaw bitach, generowane przez wystapieniejedng z n
mozliwosci jest logarytmem o podstawie 2 z n (potega, do ktorej 2 nalezy podnies¢, aby
otrzymac¢ n):

| =-logzp(n) = -log.1/n = logzn, czyli
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| =logz n
W naszym przyktadzie | =10g,8 = 3 bity. Gdybysmy mieli 16 pracownikow, to selekcjaH
generowataby 4 bity informacji. Wigksza liczbainformacji zwigzanajest z wicksza redukcja
niepewnosci. Powstaje pytanie, jakawielkos¢ tg) informagji dociera do odbiorcy. Czy
wiadomos¢, jaka dociera na kartce papieru do kierownika, niesie informacje, ze H. zostat
wybrany? Podobne pytanie zadajemy wtedy, gdy pytamy o to, jak duzo informacji, o tym kto
ukradt i zjadt ciasto, niosa okruchy ciasta na ustach Jasia. Teoria komunikacji pozwaana
obliczenie przekazywanegj informacji, na podanie miary wiarygodnosci kanatu
informacyjnego taczacego zrédto i odbiorce. Istnieje 8 mozliwosci, jakie moga wystapi¢ w
zrédle informagji i 8 wynikow, jakie moze dotrze¢ do odbiorcy. Istnigje wiec 64
prawdopodobienstw warunkowych migdzy tymi zdarzeniami tego rodzaju jak:

p(H. zostat wybrany/ Imi¢ ,,H” pojawiasi¢ nakartce).

Informacja, jaka dociera do odbiorcy — informacja przeniesiona— identyfikowanajest z
funkcja tych 64 prawdopodobienstw i obliczana wedtug wzoru:

li=1-E,
gdzie E jest miarg statystycznej niezaleznosci miedzy zdarzeniami wystepujacymi w zrédlei
u odbiorcy. E nazywane bywa entropiag warunkowsg lub ekwiwokacjq. Zat6zmy, ze na kartce
zawsze napisane jest imie tego, kto zostat wybrany. Wtedy prawdopodobienstwa warunkowe
maja wartos¢ 1 lub 0, na przyktad:
p(H. zostat wybrany/Imie¢ ,,H” pojawiasi¢ nakartce) =1
p(B. zostata wybrana/lmie ,,H” pojawiasi¢ nakartce) =0
p(B. zostata wybrana/lmie ,B” pojawiasi¢ nakartce) = 1.
Mamy w takig sytuacji wiarygodny kanat informacyjny, E = 0, a catainformacja
wygenerowana przez wyboér dociera do swego celul.

Prawdopodobienstwa warunkowe moga ulec zmianie, j&sli ten, kto przenosit kartke
papieru z imieniem zgubit ja i napisat imie przypadkowo wybrane, mimo tego, ze jest to imie
»H”. Wtedy bowiem dla kazdego z 64 prawdopodobienstw warunkowych dostajemy te sama
wartosé¢, co w nastepujacym przypadku:

p(H. zostat wybrany/ Imi¢ ,H” pojawiasi¢ nakartce) = 1/8.
Statystyczna funkcja definiujaca E przybierateraz maksymalng wartos¢ 3 bity, awielkosé
przeniesiongj informacji réwnajest 0. W przeciwienstwie do poprzedniego przypadku, gdzie
mielismy maksymalng komunikacje, mamy tutaj zerowa komunikacje.
W teorii Dretske’ go ekwiwokacje obliczamy wedtug wzoru:
E = Sp(ri) E(r),
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gdzie E(r) jest entropig warunkowa, ktéramierzy nasza niepewnos¢ dotyczaca sjesli wiemy,
zer wystapito.

E(r) = - Sp(s/ri)logz p(s/ri)-
W naszym przyktadzie E(r) = -8 x 1/8 x log(1/8) = 3 bity. Tak wigc ekwiwokacja E, ktora
mierzy nasza niepewnos¢ dotyczaca sw Sytuacji, gdy nie wiemy, jaka wartos¢ przyjetorr,
otrzymawartos¢ 1/8 x 3 x 8 = 3 bity. Krytyke tego ujecia ekwiwokacji znajdujemy w
artykule Lombardi (2004), ktore podaje zarazem wzoér na ekwiwokacje w sensie Shannona.

Mozemy tez poda¢ przyktad posredni, gdzie informacja przeniesionaréwnajest 2,75
bita, gdyz E = 0,25. Teoria komunikacji daje odpowiedz kiedy ktos wie, ze H zostat wybrany,
amianowicie tylko wtedy, gdy wielkos¢ informacji przeniesiong jest taka jak wielkos¢
informacji wygenerowangj, lecz nie wtedy, gdy wielkos¢ informacji przeniesiong jest
mnigjszaniz 3 bity.

Teoria komunikacji korzystaz wartosci srednich i w niektorych przypadkach nie jest
w stanie uchwyci¢ potocznego sensu informacji. Moznatez argumentowac, ze kanat
komunikacyjny, ktory czasami jest niewiarygodny nie jest wystarczajaco dobry, aby wiedziet
w tych przypadkach, kiedy informacja przestana jest zgodna z wygenerowang, na przyktad
taki jest kanal, w ktorym E = 0,25, gdyz przenosi czasami mylgce informacje, aw
konsekwencji nie moze by¢ kanatem, do ktérego moznamie¢ zaufanie. Przekonania, jakie
formutujemy najego podstawie nie moga mie¢ pewnosci charakterystyczne dlawiedzy.

Jesli to, co generuje informacje posiadainne mozliwosci, to mozemy mowic o
wygenerowanej informacji przez wybér, lecz jesli mamy do czynienia z koniecznym stanem
rzeczy, to zadnainformacjanie jest generowana. Konieczny stan rzeczy generuje zerowa
informacje. Fakty, ktore generuja informacje sa faktami przygodnymi. Dretske ograniczaw
zwiazku z tym teorie wiedzy do wiedzy empiryczne).

Jesli kanat komunikacyjny nie przenosi catej wygenerowane informacji, to wystarcza
on do wytworzenia prawdziwego przekonania, lecz nie do wytworzeniawiedzy. Aby
wiedzie¢, co wydarzyto si¢ w zrodle informacji musimy otrzymac cata wygenerowana

informacje.

I1. 1. Informacjajako miara niepewnosci

Czasami mowi Sig, ze ,informacja’ maw teorii komunikacji inne znaczenie niz znaczenie w
Jezyku potocznym, gdzie uwazamy stwierdzenie za posiadajace wicksza informacje, jesli jego

tres¢ dotyczy jakig$ rzeczy mato prawdopodobnej. Stwierdzenie o zdarzeniu, ktére ma
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wysokie prawdopodobienstwo dostarcza mato informacji, natomiast stwierdzenie o zdarzeniu,
ktére ma mate prawdopodobienstwo dostarcza duzo informacji. Stowo ,,informacja’ uzywane
w zyciu codziennym ma dwa aspekty: aspekt niespodzianki i znaczenia. Matematycznateoria
informagji jest wylacznie zwigzana z aspektem niespodzianki. Teoriata ma swoje poczatki w
inzynierii komunikacji, gdzie wazny byt tylko czynnik niespodzianki. Pozatym znaczenie
okazato si¢ zbyt trudnym pojeciem do badania matematycznego. Stad informacjaw
matematyczne teorii informacji ma ograniczone znaczenie jako miara niespodzianki, a
stwierdzenia potocznie uwazane za bezsensowne moga mie¢ wysoka zawartos¢ informacyjna.
Tres¢ informacyjna zdarzenia, 1(z), powinna by¢ funkcja malejaca jego
prawdopodobienstwa, p(z), awigc jesli p(z) £ p(z'), to 1(2) 3 1(Z').
Przyktad (Applebaum, 1996, 106): Zatdézmy, ze wybieramy losowo karte z talii 52 kart.
Rozwazmy nastepujace zdarzenia:
E =kartajest jedna z kart karo;
E’ =kartajest siodemka;
E' C E'" =kartajest siddemka karo. ZdarzeniaE’' i E'’ s3 niezalezne.
Zdarzenia te maja nastepujace prawdopodobienstwa:
p(E')=13/52="Y%
p(E'") =4/52 = 1/13,
p(E'C E’) =1/52.
Z naszej dyskugji odniesiongj do tego przyktadu otrzymujemy:
I(E GE") I(E") I(E);
I(ECE’)=I(E)+1I(E");
I(E) ® Odlakazdego zdarzeniaE.
Funkcja, ktéra spetnia 3 powyzsze warunki musi mie¢ postac:
I(E) = -K loga(p(E)),
gdzieai K s3 statymi. Jesli zdarzenie E jest pewne, to nie niesie ono informacji, gdyz log(1)
= 0. Przyjmuje si¢ standardowo, zeK =1, a= 2, azatem definicjainformacji zdarzenia E ma
nastepujaca postac:
I(E) = - logz(p(E)).
Jednostkami informacji s3 bity. Dostaniemy 1 bit informacji gdy wybierzemy jedng z dwu
réwnie prawdopodobnych mozliwosci. Jaka informacje niosg zdarzenia z poprzedniego
przyktadu? Jak wygenerowana informacja zalezy od prawdopodobienstwa naszego wyboru?

I(E') = - log(1/4) = 2 bity, gdyz 2°= 4; poniewaz zachodzi réwnosé: — logl/x = log x.
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I(E"") = -log(1/13) = 3,70 bity
I(ECE’)=I(E')+I(E’) =5, 70 bitow.
Im wigksze jest prawdopodobienstwo naszego wyboru, tym mnigjsza jest informacja, jaka
niesie nasz wybor.
Definicja: Sredniainformacja, miara niepewnosci, entropia uzywane sa na oznaczenie tego
samego i obliczane wedtug wzoru:
H = -Spilog(p)
gdzie suma uogdl niona obliczana jest po wszystkich wartosciach od 1 do n.

Przyktad (Applebaum, 109): Zat6zmy, ze mamy monetg, ktoranie jest rzetelnatak, ze
prawdopodobienstwo wyrzuceniareszki jest odpowiednio: 0,95, 0,601 0,5 w przypadku
monety rzetelngj. Jakajest entropiaw kazdym przypadku? Obliczymy entropie w tym
przypadku wedtug wzoru:

H(p) = -plog(p) — (1 —p)log(1 —p).
Otrzymamy odpowiednio nastepujace wyniki:
0, 286 bitow
0,971 bitéw
1 bit.
Tam gdzie entropiajest niska, wynik ten mozemy interpretowaé tak, ze osoba, ktéra uzywatej
monety jest prawie pewnawygrang. Jesli entropiajest wysoka, jak w drugim przypadku, to
osoba jest znacznie mnigj pewnawygrang. Natomiast jest w stanie maksymalnej

niepewnosci, gdy entropia przyjmuje maksymalng wartos¢, jak w trzecim przypadku.

Il. 2. Informacjajako miara tresci

W przeciwienstwie do statystycznej teorii komunikagji, teoriainformacji rozwijana przez
Carnapai Bar-Hillela nazywana jest teorig semantycznej informacji. Informacj¢ pojmuja oni
jako eliminacje niepewnosci. Im wigcg logicznych mozliwosci stwierdzenie s wyklucza, tym
mni€jsza pozostawia niepewnosé, tym bardzig jest informujace. Definiuja informacje jako
miare tresci stwierdzenia sw terminach prawdopodobienstwas :

cont(s) = 1—p(s)
Jest to miara absolutngj liczby mozliwosci, jaka informacja umozliwia nam pominaé. Inaczej
mowiac, informacja semantyczna lub tres¢ zdania deklaratywnego jest zbiorem swiatéw
mozliwych, w ktorych to zdanie jest fatszywe, czyli zbiorem swiatéw, ktére to zdanie

wyklucza
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cont(s) ={x1 W: @sjest prawdziwaw x}
Dla dowolnego zdania prawdziwego logicznie t mamy cont(t) = /£ Teoria semantycznej
informagji nie tylko zainteresowana jest samym pojeciem semantyczngj informagcji, lecz
réwniez jg miarg. Podstawowa intuicjajest taka, ze informacja zdania s jest odwrotnie
proporcjonana do prawdopodobienstwa stanu rzeczy, ktore ono opisuje, tak jak to wyraza
wczesnig podana definicja zaczerpnigta z pracy Shannona. Bar-Hillel i Carnap wprowadzaja
rowniez pojecie miary informagji inf dla zapewnienia addytywnosci w tym sensie, ze
inf(sUs) =inf(s) +inf(s),
co nie zachodzi dlacont, gdyz si S moga mie¢ wspdlng tres¢. Stad tez definicjainf postaci:
inf(s) = - logzp(s)

lub réwnowazna z definicja powyzsza definicja nastepujgca

inf(s) = log,1/1 — cont(s).
Zdanie logicznie prawdziwe maminimalng miare informacji, poniewaz

inf(t) =logl/1-0=0.
Zdanialogicznie rownowazne beda miaty te samg miare informacji, inf(s) = inf(s') aréwniez
ich semantycznainformacjajest identyczna: cont(s) = cont(s’). Bar-Hillel i Carnap zwracaja
uwage, ze moze istnie¢ sens, w jakim prawdy logiczne nie posiadaja zerowej informagji, jak
na przyktad w sensie psychologiczng informacji dla danej osoby. Jednak w klasyczne)
semantyce swiatow mozliwych zdanialogicznie prawdziwe s we wszystkich swiatach
mozliwych prawdziwe, a zdania logicznie rownowazne prawdziwe sg w identycznych
zbiorach $wiatow mozliwych.
Pojecie informacji odwotujace si¢ do niespodzianki lub nieprzewidywal nosci
definiowane jest jako:
inf(s) =-log p(s) lub inf(s) =log[1l/p(s)]

Relatywne pojecia odpowiednio nieprzewidywal nosci i tresci:

inf(s/t) = inf(sUt) —inf(t)

cont(s/t) = cont(s Ut) — cont(t).
Definicje te mowia jak duzo informacji dodgje s do informacji dangj nam przez t. Hintikka
(1967) definiuje odpowiednio te pojeciaw nastepujacy sposob:
inf(s/t) = - log p(s/t)
cont(s/t) = cont(t ® s).

Relatywna nieprzewidywa nos¢ jest zwigzana z relatywnym (wzglednym)

prawdopodobienstwem. Natomiast miaratresci srelatywnie dot jest miarg tresci
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stwierdzenia, ze j&sli t jest prawdziwe, to prawdziwe jest s. Informacja, jaka s dodaje do
informacji t musi by¢ informacja ngjstabszego stwierdzenia, ktére gdy dodane do t bedzie
implikowato s, astwierdzeniemtym jestt® s.

Mozemy rowniez mowic¢ o relatywnej informacji i relatywnej tresci w innym sensie.
Zamiast pyta¢ o to, jaka informacje lub tres¢ s dodaje do t, zaktadamy, zet jest prawdziwe, i
pytamy o to, jak informacja lub tres¢ mogtyby byc¢ opisywane pod takim warunkiem. W
rezultacie otrzymalibysmy warunkowg informacje i warunkowg tresc:

inf(s/t) = -log p(s/t)

cont(s/t) = 1 — p(gt).
Relatywna i warunkowa informacja definiowane s w ten sam sposob, roznica dotyczy
definiowaniatresci.

Mozemy w zwiagzku z pojeciem informacji méwi¢ o redukcji niepewnosci dotyczacej
tego, co mowi dane stwierdzenie lub o redukcji niepewnosci dotyczacej czegos innego, co
opisywane jest przez inne stwierdzenie. Tym samym mozemy mowi¢ o informacji, jaka h
dostarcza o g w nastepujacy sposob:

Inf(g) —inf(g/h) = log[p(g/h)/p(g)] = log[p(g U h)/p(g)p(h)] lub

Cont(g) — cont(g/h) = 1—p(g Uh)  (informacjarelatywna)

Cont(g) — cont(g/h) = p(g/h) —p(g) (informacja warunkowa).

Ten pierwszy warunek nazywa Hintikka (1967, 317): transinf(h/g). Inf(g) reprezentuje tutg
niepewnos¢, ktorgl pozbywamy sie, gdy dowiadujemy sie, ze g, natomiast inf(g/h) jest
informacja, jaka g dodaje do informacji h, czyli niepewnoscia dotyczaca g, ktora pozostgje po
tym, kiedy dowiemy si¢, ze h jest prawdziwe. Zatem réznica mierzy redukcje naszej
niepewnosci dotyczaca g, ktéramamigjsce, gdy wiemy, ze h. Nasze zaskoczenie, ze zachodzi
g moze by¢ wieksze, gdy wczesnigj dowiedzielismy si¢, ze h jest prawdziwe. Jesli gi hsa
niezaleznymi zdarzeniami, to wartosc¢ tej roznicy jest zerowa.

Przyktad: Niech s bgdzie stwierdzeniem ,,Dzisigj w Warszawie jest zimno”. Moge nie by¢
zainteresowana inf(s) lub cont(s), lecz moga mnie interesowa¢ warunki pogodowe na jutro
(stwierdzenie t), azatem mogg by¢ zainteresowanainformacja, jaka sdostarczaot . W
statystyczngj teorii informacji Shannona mamy do czynienia z pojeciem informagji
przeniesiongj, wtedy h stwierdza otrzymanie wiadomosci, a g stwierdza jeg wystanie. Roznica
mi¢dzy inf(g) ainformacja przeniesiona transinf (h/g), ktérajest rownainf(g/h), nazywana
jest w statystycznych teoriach informacji ekwiwokac)a .
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Mogg tez by¢ zainteresowana redukcja niepewnosci co do tego, czy bedzie zimno czy
nie. Niech e = dzisig jest zimno, h = bedzie zimno jutro, to informacja, jakig dostarczae o
stanie rzeczy h lub @h jest nastepujaca (Hintikka 1967, 318):

p(h/e)transinf(e/h) + p(@h/e)transinf(e/@h).

Z teoriodowodowym i semantycznym uj¢ciem informacji mamy tez do czynieniaw
logice intuicjonistycznej. W przeciwienstwie do logiki epistemiczng jest to rachunek wiedzy
implicite, gdzie znaczenia standardowych statych logicznych powigzane s3 z byciem znanym
lub dowodliwym. Logika intuicjonistyczna posiada swdj system dedukcji naturalng dzieki
swej Brouwerowsko-Heytingowsko- Kotmogorowskig interpretacii, lecz posiadatez
semantyke w stylu modalnym, gdzie swiaty sa rozumiane jako poziomy informacji w procesie
badawczym. Inferencyjnai semantycznainformacja pozostaja wig¢c bardzo blisko. Lecz
logika intuicjonistyczna ma specyficzne ujecie konsekwencji, wykraczajace pozato, co
chcielibysmy mie¢ w teorii informacji. Stad tez podj¢to usitowania wyabstrahowania
ogolnigjszego ujeciainformacji. Tak na przyktad van Benthem proponuje modalng teorie
informacji nad modelami rozumianymi jako poziomy informacji uporzadkowane przez
inkluzje. Istnigja proby taczenialogiki epistemiczng z logikami substrukturalnymi i logikami
adaptywnymi. Nie majednak zgody co do integracji inferencyjnego i semantycznego ujecia
informacji. Najwazniejszym problemem jest ciagle formanateoriainformacji. Tacy
filozofowie jak Dretske badaja pojeciows nature informacji, natomiast tzw. dynamiczny

zwrot w logice ogranicza informacj¢ do jg komunikacyjnych i epistemicznych wiasnosci.

Il. 3. Informacja jako zbior epistemicznych mozliwosci

Mamy dwa pojeciainformacji: deklaratywnainformacja (statyczna) i dynamiczna. Bycie
poinformowanym, ze p, w tym sensie, ze podmiot posiadainformacje, ze p odr6zniamy od
stawania si¢ poinformowanym, ze p, co jest dynamicznym procesem. W tym pierwszym
przypadku mamy stan informacyjny podmiotu w okreslonym czasie. Jedno z kluczowych ujeé¢
informagji jest takie, gdzie informacje podmiotu traktuje sie jako zbior wszystkich
relewantnych mozliwosci, do jakich podmiot ma kognitywny dostep. Jesli podmiot posiada
informacje, ze p lub g, to takainformacja odstania 3 mozliwosci: swiaty, w ktorych p jest
prawdziwe, lecz q fatszywe; swiaty, w ktorych q jest prawdziwe, lecz q fatszywe; swiaty w
ktorych p i q jest prawdziwe. Jesli teraz podmiot otrzymainformacie, ze p jest fatszywe,
spowoduje to zmnigjszenie liczby mozliwosci, ktorymi kognitywnie rozporzadza podmiot, do
jedng, s$wiatdw w ktdrych zachodzi negacjap i . Mozemy powiedziec, ze informacja, jaka
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posiada podmiot nie odréznia pewnych swiatdw, tak jak to mamiejsce w przypadku
informacji p lub g. Powiemy, ze swiaty pozostaja do siebie w relacji epistemiczneg
nieodroznialnosci dla podmiotu a:
W ~W',

gdy informacja, jaka rozporzadza a nie odrézniaw od w' (Jago, 2006). Jesli w rézni si¢ od w’
tym, zer jest prawdziwe w pierwszym, lecz nie jest w drugim, to stan informacyjny podmiotu
nie zawierainformagji, zer lub, ze @r. Stan informacyjny jest model owany przez klasg
Swiatéw, ktérych podmiot nie moze odrozni¢. Intuicyjnie, im wieksza klasa nieodroznianych
Swiatow, tym mnig informagji. Informacja stuzy do odroznienia swiata aktualnego od
swiatow mozliwych. Informacyjnatres¢ stwierdzenia, ze p rozumianajest jako zmianaw
relacji nieodréznialnosci podmiotu polegajaca natym, ze podmiot po takiej zmianie moze
odréznié te swiaty, w ktorych p jest prawdziwe, od tych w ktérych nie jest. Swiaty rozumiane
S3 tuta) jako epistemicznie mozliwe. Epistemiczne mozliwosci nie s3 metafizycznymi
Swiatami mozliwymi. Mowimy, ze sad S posiada tres¢ informacyjng dlapodmiotu a, gdy S
mogtby spowodowaé zmiany w stanie informacyjnym a. Zatdzmy, ze ajest poinformowany,
zep® qi zep. Czy zatem q jest informujace? Podmiot a po takig informacji wyklucza
swiaty, w ktorych p Udq jest prawdziwe, a nastepnie wyklucza swiaty, w ktorych @p jest
prawdziwe. Pozostajg wiec swiaty, w ktorych g jest prawdziwe, atym samym stawanie Si¢
poinformowanym, ze g nie spowoduje zmiany. Zat6zmy teraz, ze A ® B jest logicznie
prawdziwe oraz ze a jest poinformowany, ze A. Czy B moze posiadac tres¢ informacyjna?
Poniewaz mamy do czynienia z prawda logiczna, wiec jest to sad prawdziwy we wszystkich
Swiatach. Dodanie B nie spowoduje zmiany w swiatach, ktére a uwaza za mozliwe, aB nie
zawieratresci informacyjnej ponad te, jakajest w A. Jest to problem, ktéry nosi nazwe
informacyjnego przetadowania. Jesli podmiot jest poinformowany, ze p, jest on rowniez
poinformowany o nieskonczongj liczbie zdan, ktore wynikajg logicznie z p. Tak wigc
konsekwencje zbioru sadéw S zawierajg tres¢ informacyjna, ktra zawierajg sady w S. Z
podobnym problemem mamy do czynieniaw przypadku wiedzy, gdzie nosi on nazwe
logiczng wszechwiedzy. Zgodnie z tym pogladem tautologie nie sg informujace, gdyz
tautologie maja prawdopodobienstwo 1, alog(1) =0. Nie potrafimy go uniknaé, jesli
odwotujemy si¢ do swiatow mozliwych. Pojawia si¢ on juz w najstabsze logice informacji K.

Wyroézniasie 3 gtbwne logiczne ujeciainformacji (van Benthem, Martinez, 2008):
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1. logikaepistemicznai doksastycznajako logikainformagji: informacja jest zawsze o
czyms, dlakogos i zwigzanajest z dynamicznym procesem jg aktualizacji; informacja
jest tu postrzegana jako zasi¢g epistemicznych mozliwosci (opcji).

2. teoriasytuacji jako logikainformacji eksplikuje ten aspekt informagji, ze jest onao
czyms, jg intencjonalnosé. Aspekt ten nie znajduje swego wyrazu w algorytmicznej
teorii informagji.

3. teoriadedukcji jako logikainformacji ujmuije ten aspekt informacji, ktory poleganajej
byciu zawarteg implicite (zakodowanej) w czyms, na przyktad, w danych, z ktérych
dedukcjawytaniainformagcje. Do tego nurtu mozemy wiaczy¢ teorie Kotmogorowa,
gdzie wielkos¢ informacji w bitach dla danego ciaggu definiowana jest jako dtugosé

(mierzonaw bitach) najkrétszego programu, ktéry produkuje ten cigg i konczy prace.

Jak powinnismy mierzy¢ wielkos¢ informacji o danym zjawisku, ktére dane jest nam za
pomocg obserwacji? Teoriainformacji Shannonai algorytmicznateoriainformacji opieraja
Si¢ naidei, ze wielkos¢ ta moze by¢ mierzona przez minimalng liczbe bitow potrzebnych do
opisaniadang sytuacji. R6znica migdzy tymi teoriami polega natym, ze teoria Shannona opis
ten pojmuje w terminach rozktadu prawdopodobienstwa, podczas gdy algorytmicznateoria
K olmogorowa zamuje stanowisko nieprobabilistyczne i odwotuje si¢ do wielkosci
najkrétszego programu, ktéry produkuje (drukuje) cigg reprezentujacy te obserwacje. Na
przyktad 10.000 wydrukowanych jedynek zawierainformacje 10g10.000 bitow, poniewaz tej
wielkosci program produkuje taki ciag:

dlai: =1 do 10.000; drukuj 1.
Podobna definicja moze by¢ podana dla ciggéw nieskonczonych, lecz w takim przypadku

program produkuje element po elemencie bez zatrzymania sie.

[1. 4. Przyklad wnioskowania supraklasycznego

Rozwazmy przyktad pokazujacy zwigzek, w jakim pozostajg trzy rozwazane w tym artykule
pojecia: pojecie supraklasyczng relacji konsekwencji, prawdopodobienstwai informagji.
Zatbzmy, ze wnioskujemy supraklasycznie w nastepujacy sposob:

Przestanka a: Jan mia# bezposredni kontakt z osobg chorg na grype przed dwoma dniami.
Whiosek x: Jan dzisiaj zachorowaZ na grype.

Zatbzmy, ze prawdopodobienstwo warunkowe p(x/a):
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p(Jan dzisig] zachorowat na grype/Jan miat bezposredni kontakt z osoba chora na grype przed
dwomadniami) 3 t,
gdziet jest wielkosciag progowa z przedziatu [0, 1] it O.
Powstgje pytanie, jak zmieni si¢ powyzsze wnioskowanie, gdy dostaniemy informagcje b: Jan
zaszczepil Sie przeciwko grypie przed dwoma tygodniami. Nalezy wtedy oszacowad
prawdopodobienstwo warunkowe uwzglednigjace te nowa informagje, czyli: p(x/ aU b):
p(Jan dzisig) zachorowat na grype/ Jan miat bezposredni kontakt z osoba chorg na grype przed
dwoma dniami i Jan zaszczepit si¢ przeciwko grypie przed dwoma tygodniami):

p(x/aUb) = p(x UaUDb)/p(aUb).
Jesli przyjelibysmy ze p(b) = 1, to tym samym informagja, jakiej dostarcza b bytaby inf b = -
logp(b) = log 1 = 0, natomiast p(x/a U b) = p(x/a).
Jesli p(b) < 1 i ponadto p(x/aUb) < t, to bedziemy musieli wycofa¢ Sie z uznanego wczesniej
whniosku X: Jan dzisiaj zachorowaZ na grype, poniewaz nie jest wtedy spetniony nast¢pujacy
warunek: aUb ® , x wtedy i tylko wtedy, gdy p(x/ aUb) 3 t. Prawdopodobienstwo p(x Ua
Ub) < p(x/aUb) < p(x/a) . Mozna tatwo podaé taka wielkos¢ p(x Ua U b), ze dostaniemy p(x
UaUb) < p(x/aUb) < t. Na przyktad: 0,05 < 0,45 < 0,5. Zat6zmy, ze zdanie b dostarcza 1 bit
informagji. Zatem 1 bit informacji wystarcza nam do tego, aby nie uzna¢ wniosku x. Nawet
jesli informacja dostarczana przez to zdanie jest nieco mnigjsza niz 1 bit, to rowniez musimy
wycofa¢ Si¢ z naszego wczesniejszego wniosku. Jesli natomiast b jest zdaniem fatszywym, to
p(x/a U b) = p(x Ua U @b)/p(a U Bb). Prawdopodobienstwo negacji b obliczamy jako 1 —
p(b). Wtedy rowniez mozliwe jest wskazanie takigl wartosci p(b), przy ktorej
prawdopodobienstwo warunkowe

p(x/aU@b) <0,5.

Mogto tak si¢ zdarzy¢, ze pomimo tego, ze Jan miat kontakt z osobg chora na grype przed
dwoma dniami i pomimo tego, ze Jan nie zaszczepit si¢ przeciwko grypie przed dwoma
tygodniami, nie zachorowat dzisigj na grypg.

Przyktad ten pozostaje w zgodzie z naszymi intuicjami i jeszcze raz pokazuje, ze we
whnioskowaniach supraklasycznych o zachodzeniu relacji konsekwencji nie decyduje forma
logiczna przestanek i wniosku, jak mato migsce we wnioskowaniach odwotujacych si¢ do
klasyczngj relacji konsekwencji, aracjonalnos¢ wnioskowania moze by¢ utrzymana pomimo
tego, ze wnioskowanie nie spetniawymogu formalnegj poprawnosci, jakiego spetnienia

oczekujemy od wnioskowan czysto dedukcyjnych.
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1. WNIOSKOWANIA EMPIRYCZNE UIMOWANE W TERMINACH
PRAWDOPODOBIENSTWA ALGORYTMICZNEGO

Gdy wnioskujemy o empirycznym swiecie, oczekujemy, ze nasze wnioskowania beda
podstawa przewidywan. Wnioskowania, ktére polegaja na formutowaniu najbardziej trafnej
konkluzji na podstawie obserwacji hazywamy wnioskowaniami indukcyjnymi. Jak juz o tym
wspominalismy na poczatku tego artykutu, obserwacje te zawsze sa niezupetne
(niekompletne), atym samym, wyprowadzony naich podstawie wniosek nigdy nie jest
absolutnie prawdziwy. Podobnie jak hipotezy naukowe nigdy nie s3 absolutnie pewne, tak tez
nie mozemy by¢ nigdy pewni wnioskow we wnioskowaniach indukcyjnych, poniewaz
whnioski te mOwig 0 czyms$ czego dotychczas nie poznalismy, dotycza jakiegos nieznanego
dotychczas obszaru. Problem, jaki zawsze pojawia si¢ w przypadku wnioskowan
empirycznych dotyczy tego, jak zagwarantowa¢ racjonalnos¢ naszych przekonan w sytuacji
niepewnosci. Jest to problem, ktory od dawna towarzyszy mysli filozoficznej: od Epikura do
Okhama od Okhama do Hume' a. Najkrotsze sformutowanie nadat mu Hume w pytaniu: ,,Co
jest podstawg wszystkich konkluzji wyprowadzonych z doswiadczenia?’ Laplace i Bayes byli
zainspirowani pracami Hume' ai im zawdzigczamy pierwsze proby formalizacji wnioskowan
indukcyjnych. Jednak dopiero od 1964 roku, w ktérym ukazata sie praca, A Formal Theory

of Inductive Inference” R. Solomonoffa, mozemy mowi¢ o rozwigzaniu problemu indukcji.

[11.1. Na czym polega rozwigzanie problemu indukcji?

Wiele wczesnigjszych wynikow prowadzi do rozwigzania zaproponowanego przez
Solomonoffa. Z aksjomatyki prawdopodobienstwa podanej przez Kotmogorowa, ktorg
omawiaismy wyze, wyprowadzalna jest tzw. reguta Bayesa. Istotny dla Bayesianizmu jest
wynik Cox’amowiacy o tym, ze racjonany system przekonan musi pozostawat w zgodzie ze
standardowymi akgomatami prawdopodobienstwa podanymi przez Kotmogorowa. Jest to
istotne dlatego, ze interpretacja prawdopodobienstwa przyjmowana przez Bayesa jest
interpretacja w duchu subiektywizmu, zgodnie z ktéra prawdopodobi enstwa s rezultatem
naszej osobiste przesztosci. To, w co wierzymy dzis zalezy od tego, w co wierzylismy
wczorgj oraz od tego, czego nauczylismy si¢ od wczorg). Z tego wynikawigc, ze podstawa

Bayesianizmu jest racjonalny proces aktualizacji przekonan.
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[11. 1. 1. Regula Bayesa

Uaktualnianie przekonan co do przyjeteg hipotezy na podstawie danych obserwacji wyraza

reguta Bayesa (B):

(B): P(A/B) = P(B/A) P(A) P(B).

Regutatainterpretowana jest jako mierzaca stopien przekonania co do hipotezy H ze wzgledu
na skonczony cigg obserwacji x réwny ilorazowi stopnia przekonania co do ciggu obserwagji
X W $wietle hipotezy H wraz z prawdopodobienstwem (stopniem przekonania) a priori co do
hipotezy H przez prawdopodobienstwo ciggu obserwac]i X, co symbolicznie przyjmuje

nastepujaca postac:

P(H/X) = P(x/H)P(H)/ P(X).

Formuta ta wyraza przekonanie (prawdopodobienstwo) a posteriori co do hipotezy H ze
wzgledu nadane x. Nieco inng posta¢ ma formuta, ktéra mowi o tym, jak obliczy¢
prawdopodobienstwo a posteriori, ze nastepna obserwacja bedzie a, jesli wczesnigjsze
obserwacje tworza ciag X. Gdybysmy odwotali si¢ wylacznie do prawdopodobienstwa
warunkowego, formute t¢ zapisalibysmy jako:

P(alx) = P(xa)/P(x).

W teorii Bayesa zwigzek ten przyjmuje nastepujaca postac:

S P(H)P(x/H),
gdzie P(H) jest prawdopodobienstwem a priori hipotezy H, P(x/H) jest rozktadem
prawdopodobienstwa dla ciagu doswiadczen x wyznaczonym przez hipoteze H, a sumajest
po wszystkich hipotezach. Zauwazmy, ze aby obie formuty Bayesa dawaty stopien
przekonania wyzszy od zera, prawdopodobienstwo a priori dangj hipotezy musi by¢

niezerowe.

[11. 1. 2. Ztozonos¢ K otmogor owa
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Bayesianizm jest tylko jednym z komponentéw sktadajacych si¢ nateorie Solomonoffa.
Innym waznym komponentem tej teorii jest pojecie prostoty sformalizowane przez
Kotmogorowa. Kotmogorow, opierajac si¢ na pojeciu uniwersalngy maszyny Turinga
zdefiniowat pojecie ztozonosci obiektu, ktdra moze by¢ utozsamiana z trescig informacji
zawartej w dowolnym obiekcie. Istotne w podejsciu Kotmogorowa jest to, ze opis obiektu
zostgje utozsamiony z programem, a zatem z procedura jednoznacznego kodowaniatego
obiektu. Tak na przyktad obiekt bedacy tysigcem 8-ek w rzedzie, moze by¢ w krétki sposob

zakodowany jako program dla uniwersalngi maszyny Turinga:
Dla(i = 0; i <1000; i++) drukuj (,8").

W przeciwienstwie do powyzszego programu, program, ktory koduje 1000 losowo
wybranych 0i 1 nie bedzie taki krétki, gdyz trzeba bedzie wymieni¢ kolginos¢ tych O 1.

Podobnaidea zawarta jest w zdefiniowangj przez Kotmogorowa ztozonosci serii (ciagu) K(x):
K(x) = min{dtugos¢(p): U(p) = x}.

Definicjataméwi, ze ztozonosé serii* (ciagu) jest minimalnym (najkrétszym) programem,
ktory drukuje x nauniwersalngl maszynie Turinga. W prosty sposob moznatez zdefiniowat

warunkowa ztozonos¢ zawzgledu na dodatkowy ciag (serig) y:

K(x/y) = min{ dtugos¢(p): U(y, p) = X}.

Korzystajac z powyzszych pojeé¢, Solomonoff definiuje prawdopodobienstwo algorytmiczne a

priori jako:

P(H) =2 7"
Poniewaz program p jest binarna seria, wiec mozemy zdefiniowac uniwersalne
prawdopodobienstwo algorytmiczne apriori M ciggu X wedtug nastepujacego wzoru, ktory
mowi, ze to, co drukuje uniwersalna maszyna Turingajest ciggiem X, jesli najg wejsciu jest

wynik rzutu rzetelng moneta (czyli program p):

1 W przypadku serii operacja zlozenia jest konkatenacja. Ontologicznie seriai ciag sa réznymi obiektami.
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M(x) = S 2 ~doos®)
Suma jest w tym wzorze nad wszystkimi zatrzymujacymi si¢ programami p, dlaktérych
uniwersalna maszyna Turinga ma nawyjsciu cigg X. Jest to suma nieskonczona, awiec nie
jest skonczenie obliczalna. Inaczej mowigc, nie wiemy, czy dany program p zatrzymasie.
Tym samym algorytmiczne prawdopodobienstwo a priori M(x) nie jest obliczalne, lecz moze
by¢ podane z dolnym przyblizeniem (obliczone asymptotycznie). Stosuje si¢ obecnie wiele
roznych technik uzyskiwaniatych przyblizen, z ktorych chyba najbardziej znang jest technika
nazywana ,, minimum dtugosci opisu” (MDL). U jg podstaw lezy zasada, ze wicksze
prawdopodobienstwo maja te dane, ktére minimalizujg kompresj¢ z danymi wczesniejszymi.
Jesli mierzymy ztozonos¢ X w terminach ztozonosci Kotmogorowa, to widzimy, ze serie
najprostsze maja najwicksze prawdopodobienstwo M(x). Teoria Solomonoffajest wiec
wspbtczesng formalizacja zasady Okhama.

[11. 1. 3. Przyklad hipotezy

Pokazmy jak teoria Solomonoffa moze by¢ stosowana do konkretnego przyktadu. Zatézmy,
7€ nasza wyjsciows hipoteza jest
H = Wszystkie kruki s3 czarne.

Zacznijmy od sformalizowania alfabetu naszych obserwacji. Bedzie to zbidr, w ktérym znajda
Si¢ nastepujace predykaty:

1. czarny kruk: CK;

2. nie-czarny kruk: C'K;

3. czarny nie-kruk: CK’;

4. nie-czarny nie-kruk: C'K’.
Oznaczmy ten alfabet przez A = {CK, C'K, CK’, C'K’}. Kazdemu predykatowi przypiszemy
odpowiednig proporcje, jaka jego zakres zgmuje w catgj populacji, co oznaczymy przez P =
{p(CK), p(C'K), p(CK"), p(C’'K")}. Klasc modeli bedziemy tym samym oznaczali jako klase
wektorow prawdopodobienstwa M:

M={PT [0, 1]: p(CK) + p(C'K) + p(CK’) + P(C'K’) = 1}.

Przy tych oznaczeniach nasza hipotezaH ={ PT M: p(C'K) = 0). Prawdopodobienstwo a
priori dlawektora stanowigcego rozktad prawdopodobienstwa P obliczymy jako:
P(P) = 2
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Prawdopodobienstwo a priori hipotezy H bedzie wigc wigksze od zera:
P(H) =S 2¢® > 0.
Sumajest tu po wszystkich ciggach (wektorach) P.

Tym samym réwniez M (H/x) bedzie zdazato do 1, co pokazuje, ze M potwierdza hipoteze H

o ile nie zaobserwowano nie-czarnego kruka.

V. KONKLUZJE

Analizowalismy relacje konsekwencji wystepujace we wnioskowaniach, w ktorych wniosek
nie jest konsekwencja klasyczna, lecz jest wynikiem takig anie inng informacji zawartel w
przestankach. Okazuje si¢, ze zdecydowana wigkszos¢é naszych wnioskowan, jakie
wykonujemy w zyciu codziennym, nie jest wnioskowaniami czysto dedukcyjnymi, lecz
odwotujagcymi sie do szeroko rozumianego pojeciainformacji, wykraczajacego poza
informacj¢ zawarta w przestankach. Wnioskowania takie umozliwiaja wyprowadzenie
niebanal nych wnioskow w takich przypadkach, w ktérych nie pozwala nam nato klasyczna
relacja konsekwencji. Pomimo tego, ze nie spetnigja one wymogu formalne poprawnosci, to
jednak wyrdznigja sie¢ wiasnosciami, ktére czynig je wnioskowaniami racjonalnymi.

Anaizowalismy réwniez pojecie informacji, do jakiego mogtyby odwotywac sie tego
rodzaju wnioskowania. Zwraécilismy uwage natrzy aspekty informagji takie jak redukcja
niepewnosci, tres¢ sadu i aspekt zaskoczenia. Te trzy aspekty informacji odgrywaja istotna
role w potocznych wnioskowaniach supraklasycznych. Przyktadem takiego wnioskowania
moze by¢ rozwazane w tym artykul e wnioskowanie przyczynowe. We wnioskowaniu tym
odwotywalismy si¢ do supraklasyczneg i niemonotonicznej relacji konsekwencji
zdefiniowang] w terminach prawdopodobieastwa. Wybor tgj anieinng relacji konsekwencji
w rozwazanym tu przyktadzie spowodowany byt tym, ze réwniez pojecie informacji, jakie
odgrywaistotng role w tym wnioskowaniu, w jednym z klasycznych swych uje¢ opisywane
jest rowniez w terminach prawdopodobienstwa. Nie tylko wnioskowania przyczynowe sg
domeng supraklasycznych i niemonotonicznych relacji konsekwencji, lecz réwniez
whnioskowania, jakie prowadza do zmiany przekonan i aktualizacji naszej wiedzy.

Trzecia czgs¢ artykutu poswigcona byta problemowi indukgji i jego rozwigzaniu, jakie
odwoluje si¢ z jedng strony do teorii Bayesa, az drugig strony do pojecia algorytmicznego
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prawdopodobienstwa, ktore zostato skonstruowane przez Solomonoffai wykorzystane przez
niego do rozwiazania problemu indukgcji, atym samym problemu racjonalnosci wnioskowan

opartych na przestankach bgdacych wynikami naszych obserwacji.
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