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Ktopot z wielkimi filozofami w tym, ze

kazdy wielki filozof zawsze definiuje wszystko
wedtug wlasnego widzimisie.

(S. Themerson)
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FORMALNA ANALIZA POJ E_C

Formalna analiza pojec - ang. Formal Concept Analysis - FCA:

@ Proba matematyzacji pojecia POJECIE

@ Formalne narzedzie stosowane do analizy danych i
reprezentacji wiedzy

@ Znajduje szerokie zastosowania w wielu bardzo r6znych
dziedzinach: psychologii, socjologii, antropologii,
medycynie, biologii, lingwistyce, informatyce, matematyce
oraz inzynierii przetwarzania informaciji.



Co mamy na mysli méwiac, ze ,,coS$” jest pojeciem?

Oczywiscie:

rozni ludzie uzywaja tego samego wyrazenia w réznych
kontekstach.

Czy maja na mysli to samo pojecie? J
Jak rozumie¢ powyzsze pytanie? ]

Co to w ogole jest POJECIE? |




Definicja stownikowa

Co to jest POJECIE?

@ podstawowy sktadnik mysli

@ abstrakcyjno-myslowe catoSciowe odzwierciedlenie
istotnych cech przedmiotow czy zjawisk

@ mySlowy odpowiednik nazwy

Z kazdym pojeciem zwiazane sa jego EKSTENSJA i INTENSJA.

EKSTENSJA - to klasa przedmiotow (obiektow) opisywanych
przez pojecie

INTENSJA - to klasa cech (wtasnosci, atrybutéw) wspolnych dla
wszystkich przedmiotow z ekstens;ji




Bertrand Russell:

Zastanobwmy sig, na przyktad, nad pojeciem takim jak
sprawiedliwo $¢. JeSli zadamy sobie pytanie, czym ona jest, to
zazwyczaj rozwazymy ten, tamten i inny jeszcze czyn
sprawiedliwy, w celu ustalenia, co maja one ze soba
wspolnego. Kazdy z nich musi, w pewnym sensie, uczestniczy¢
we wspolnej istocie, ktora znajdziemy we wszystkim, co
sprawiedliwe i w niczym innym. Ta wspolna istota, na mocy
ktorej wszystkie one sa sprawiedliwe, bedzie sama
sprawiedliwoS¢, czysta esencja, ktorej domieszka do faktow
zycia codziennego wytwarza cata rozmaitos$¢ czynow
sprawiedliwych.




KONTEKST FORMALNY

Jak formalnie opisywac wszystkie te elementarne sytuacje
jezykowe, w ktorych pojawia sie tak proste wyrazenie postaci:

przedmiot/obiekt posiada ceche/atrybut?

Propozycja w ramach FCA:
@ kluczowe terminy takiego opisu to: obiekt, atrybut, relacja
incydenciji

@ pierwszy krok: zdefiniowanie KONTEKSTU FORMALNEGO W
terminach obiektu, atrybutu i relacji incydencji

@ drugi krok: zdefiniowanie POJECIA FORMALNEGO dla
danego kontekstu formalnego.



Kontekst formalny

KONTEKST FORMALNY : struktura K = (G, M, I)
@ G - niepusty zbior obiekt 6w;
@ M - niepusty zbi6r atrybut 6w;
@ | C G x M - binarna relacja miedzy obiektami a atrybutami.

glm - obiekt g posiada atrybut m; atrybut m mozna przypisac
do obiektu g.




Co reprezentuje kontekst formalny?

Kontekst formalny to matematyczny model
,,fzeczywistej sytuacji”
opisanej za pomoca tablicy zawierajacej:
@ nazwy obiektow;

@ nazwy atrybutow;

@ informacje o zaleznoSciach pomiedzy obiektami a
atrybutami.



Formalny kontekst StAWNE ZWIERZE TA

fikcyjne | realne | zOtw | pies | kot | ssak

Garfield X X X
Franklin X X

Scooby Doo X X X
Flash X X X
Socks X X X
Tinkerbell X X X
Bus X X X




Jakie dodatkowe zaleznosci mozna wywnioskowac z
kontekstu formalnego?

Dowolny podzbior obiektow A generuje zbior atrybutow, ktore
mozna przypisac wszystkim obiektom z A:

@ A = {Flash, Socks, Tinkerbell, Bus} — A’ = {realne, ssak}
@ A = {Scooby Doo, Flash} — A’ = {pies, ssak}
@ A = {Garfield, Bus} — A’ = {kot, ssak}

Dowolny podzbior atrybutow B generuje zbior obiektow

posiadajacych wszystkie atrybuty z B:

@ B = {realne, ssak} — B’ = {Flash, Socks, Tinkerbell, Bus }
@ B = {pies} — B’ = {Scooby Doo, Flash, Tinkerbell }
@ B = {kot, ssak} — B’ = {Garfield, Socks, Bus}




Jakie zaleznoSci moga zachodzi€¢ miedzy zbiorami: A i
A’ oraz B iB'?

{Scooby Doo, Flash} nie jest domkniety wzgledem {pies, ssak}

{pies} nie jest domkniety wzgledem {Scooby Doo, Flash, Tinkerbell }

ALE

{Flash, Socks, Tinkerbell, Bus} jest domkniety wzgledem
{realne, ssak}

{kot, ssak} jest domkniety wzgledem {Garfield, Socks, Bus }




Pojecie formalne

Niech K = (G, M, |) bedzie formalnym kontekstem, A dowolnym
podzbiorem obiektow, zas B dowolnym podzbiorem atrybutow. }

Para uporzadkowana (A, B) jest POJECIEM FORMALNYM

kontekstu K, gdy:

@ A=B' ={gcG:VYmeBgim} EKSTENSJA (A,B)
@B=A={mecM:vgecAgim} INTENSJA (A B)

Inaczej:

(A, B) jest pojeciem K, gdy A i B sa wzgledem siebie
domkniete.




Przyktad: kontekst SLAWNE ZWIERZE

Pojeciami formalnymi sa:

@ ({Frankiin}, {fikcyjne, zotw})
@ ({Garfield, Scooby Doo}, {fikcyjne, ssak})

@ ({Flash, Socks, Tinkerbell, Bus}, {realne, ssak})

W kazdej parze pierwszy zbior jest ekstensja pojecia, zas drugi
zbior jego intensja.




Wiasnosci

Niech £ = (G, M, I) bedzie kontekstem formalnym. Woéwczas:
@ Jesli (A, B) jest pojeciem K, to A” = AiB"” =B.

@ Pojecia kontekstu K sa uporzadkowane wzgledem relacji:
(A1,B1) < (A2, B2) & A1 C Ay B, C By]

@ Zbior wszystkich pojec kontekstu I wraz z relacja <
tworzy krate.

@ Jesli P,C C M, to implikacja P = C zachodzi w K, gdy
kazdy obiekt g € G spelnia warunek:

g ma wszystkie atrybuty z P — g ma wszystkie atrybuty z C.




Przyktady: kontekst SLAWNE ZWIERZE

Podpojecia

({Frankiin}, {fikcyjne, zotw}) <
({Garfield, Franklin, Scooby Doo}, {fikcyjne})

({Garfield }, {fikcyjne, kot, ssak}) <
({Garfield, Scooby Doo, Bus}, {kot, ssak})

{zotw} = {fikcyjne }

{reaine} = {ssak}




Przyktad ,,zastosowania”

Reprezentacja pojeciowej struktury prostych sytuacji uczenia
sie, np. gdy syn uczy sie czego$ od swego ojca

@ wiedza ojca: kontekst I/

@ aktualna wiedza syna: kontekst K taki, ze:
@ obiekty K sa rowniez obiektami I/
e atrybuty K sa réwniez atrybutami &/

o jesli obiekt ma pewna wtasnos¢ w K, to ma rowniez te
wtasnos¢ w U

A zatem zaktadamy, ze syn nie popetnia btedobw w nauce (ze
wzgledu na wiedze ojca).




Przyktad reprezentacji wiedzy

@ aktualna wiedza syna: kontekst SLAWNE ZWIERZE
@ wiedza ojca: kontekst I/

Syn jest bardzo inteligentny. Stwierdza, iz w jego kontekscie
zachodzi nastepujaca implikacja:

{z6tw} = {fikcyjne }

Syn jest rowniez dociekliwy. Pyta wiec ojca, czy ta implikacja
zachodzi rowniez w kontekscie U.

Ojciec mowi ,,Nie” i daje kontrprzyktad ,,Harriett”.

Nowa wiedze syna bedzie wowczas reprezentowac kontekst
K', w ktoérym implikacja powyzsza nie jest prawdziwa.




Kontekst X'’ - ,,nowy” kontekst StAWNE ZWIERZE TA

fikcyjne | realne | z6tw | pies | kot | ssak

Garfield X X X
Franklin X X

Scooby Doo X X X
Flash X X X
Socks X X X
Tinkerbell X X X
Bus X X X
Harriet X X

W kontekscie tym nie jest rowniez prawdziwa implikacja:

{realne} = {ssak}




Podsumowanie

FCA mozna traktowac jako matematyczna formalizacje
,,klasycznej teorii pojec”

Leibniz, Pascal, Peirce, Habermas, ...

Intencja FCA nie jest sformalizowanie (ludzkich) poje¢ w ogole
czy poznawczych procesow w jezykach naturalnych!

FCA nie pretenduje do roli teorii filozoficznej.

FCA ma stanowi¢ wsparcie dla ludzkiego myslenia, a nie jego
mechanizacje.




WatpliwoSci

Nie-matematycy (w szczegoélnosci filozofowie i psycholodzy)
maja prawo odrzucac definicje zaproponowane w ramach FCA
jako ogolnie obowiazujace:

matematyczne formalizacje FCA zawsze i jedynie przyblizaja
nieformalne pojecia nie-matematycznych dziedzin, ALE ...

zaleta tych formalizacji jest to, ze poszukiwane terminy
zdefiniowane sa z absolutna precyzja, a stad moga by¢
zaimplementowane w programach komputerowych.




Zastosowania FCA

@ analiza i ocena r6znego typu danych, i pojeciowych
zaleznoSci miedzy nimi

@ zarzadzanie, przeszukiwanie i uzyskiwanie wiedzy

@ alternatywa dla metod statystycznych

Przyktady typu danych - konkretne zastosowania

@ dane uzyskane w drodze wywiadu psychoanalitycznego -
pojeciowa reprezentacja stanu psychicznego pacjentki
anorektyczki

@ dane sojologiczne - kontekst NIEMIECKIE UNIWERSYTETY i
pojeciowa reprezentacja roznic pomiedzy studentami
wschodniej i zachodniej czesci Niemiec

@ stowa i zwroty z Roget's Thesaurus - analiza struktury
pojeciowe] stownika




Historia i rozwoj

Poczatki: Rudolf Wille

@ 1982 - Restructuring lattice theory: an approach based on
hierarchies of concepts

@ 1999 - Formal Concept Analysis (z B. Ganter)

Konferencje

International Conference on Formal Concept Analysis - od
2003 roku

Strona internetowa
http://www.upriss.org.uk/fca/fca.html




Prace o zastosowaniach

@ sztuczna inteligencja - R. Davis (et. al.), What is a
knowledge representation?, 1993

@ kognitywistyka - P. Eklund (ed.), Concept lattices, 2004

@ lingwistyka - U. Priss, Linguistic Applications of Formal
Concept Analysis, 2005

@ ekonomia - R. Wille, Conceptual Knowledge Processing in
the Field of Economics, 2005

@ socjologia - L. Freeman, D. White, Using Galoise lattices to
represent network data, 1993

@ psychologia - N. Spangenberg, K. E. Wolff, Datenreduktion
durch die Formale Begriffsanalyse von Repertory Grids,
1993

@ odkrywanie wiedzy i przeszukiwanie danych - P. Valtchev
(ed.), FCA for Knowledge Discovery and Data Mining, 2004



Przyktad z zycia wziety, choC nieformalnie opisany

Wiadystaw Tatarkiewicz, Zapiski do autobiografii:

W mych latach szkolnych (...) jezdziliSmy latem w gory lub nad
morze. (...) Wyjazdy te zajmowaty zazwyczaj potowe dtugich
wakacji; na druga potowe jechaliSmy na wies: po upadku
Belzyc jezdzilismy do wujostwa do Krzywowoli w Chetmskie.
Pobyty te mam bardzo dobrze w pamieci, a takze pamietam,
jak podczas nich formowaty mi sie nowe pojecia, jak sie
uczytem nowych wyrazoéw i jak sam zaczynatem ich uzywac.

v



Przyktad z zycia wziety, choC nieformalnie opisany

Dwor miejscowy byt (to czesto bywato) rozbudowanym zborem
ariahskim, sala sklepiona zboru stuzyta jako pokoj goscinny i
mySmy w niej mieszkali: wtedy weszta do mej Swiadomosci
nazwa ,,arianie” i przynajmniej ogolnikowe pojecie arian.

Na ganku siadywat wuj Domaszowski, z zielonym daszkiem
przytwierdzonym do czota przeciw blaskowi stofnca, i czytat
gruba francuska ksiazke. Gdysmy bardzo hatasowali,
przechodzit z cichego czytania na gtoSne. Wiedzialem, ze
gruba ksiazka jest o masonerii i wtedy nazwa ,,masoneria”
whbita sie w ma SwiadomoSc¢: nazwa raczej niz pojecie; to
nastapito znacznie pozniej.




Przyktad z zycia wziety, choC nieformalnie opisany

Wuj byt powstahcem szescdziesiatego trzeciego roku, potem
emigrantem w Paryzu przez kilkadziesiat lat, lubit te lata
wspominac - dumny, ze na obczyznie dawat sobie rade,
zarabiajac na zycie jako kontroler omnibusoéw. Od tego czasu
weszly do mej Swiadomosci nazwy i pojecia: powstahc a,
emigranta i kontrolera.




Przyktad z zycia wziety, choC nieformalnie opisany

Do Krzywowoli czesto na dtuzsze pobyty przyjezdzat
Aleksander Hempel, towarzysz wuja z powstania i przyjaciel.
Gdy przyjechat, miat pokoj w oficynie, wychodzit z niego
rzadko, nawet positki raczej przynoszono mu do pokoju: nie
wypuszczat (byle jakiego) cygara z ust, a nie pozwalat otwierac
w pokoju okien; catymi dniami grywat w winta z ,,trzema
dziadami”. Méwiono o nim - stusznie - ze jest oryginatem
i ten wyraz wszedt wtedy do mej Swiadomosci, a wyobrazenie
oryginata sprzegto sie z postacia starego Hempla.




Przyktad z zycia wziety, choC nieformalnie opisany

Miatem juz wtedy swoja funkcje, swoj dzieciecy obowiazek:
jezdzi¢ konno do Rejowca po poczte. Tak weszta do mego
Zycia nazwa i pojecie obowiazku.

W niedziele przyjezdzali na winta doktor Karpinski z Rejowca i
sasiad, pan Przanowski z Krasnego, ale na co dzieh wuj nie
miat partneréw; wiec mie nauczyt i grywaliSmy z ,,dwoma
dziadami”. Nie bardzo miatem ochote na te siedzace
czynnosci, ale wyttumaczono mi, ze to dla mnie zaszczyt.
Odtad wyraz i pojecie zaszczytu weszly do inwentarza
mych wyrazow i pojec.




Podstawowe zadania logiczne

@ Weryfikacja og6lnych praw zachodzacych we wszystkich
kontekstach formalnych

@ Weryfikacja ogolnych praw zachodzacych w konkretnym
konteksScie formalnym

@ Weryfikacja wkasnosci konkretnych obiektow w konkretnym
kontekscie formalnym



Propozycja

LOGIKA RELACYJNA J

Dlaczego?

@ W ramach logiki relacyjnej mozna wyrazi¢ bardzo szeroka
klase logik nieklasycznych - wszystkie te logiki, ktore
posiadaja semantyke relacyjna (modalne, temporalne,
informacyijne, ...)

@ System dedukcyjny logiki relacyjnej moze wigc stanowic
podstawe dla dedukcji w innych logikach: w konkretnym
przypadku dodajemy reguty odzwierciedlajace specyficzne
cechy danej teorii

@ system dedukcyjny logiki relacyjnej ma swoje
implementacje:

http://www.logic.stfx.ca/reldt/




Logika relacyjna RLgca

@ X,Y,Z,...-zmienne indywiduowe;
@ P1,P5,... - binarne zmienne relacyjne;
@ R, S - stale relacyjne;

@ — U,N,~L,; - operacje relacyjne.

<

Termy relacyjne i formuty

@ Termy atomowe: P, gdzie P jest zmienna lub stata
relacyjna;

@ Termy zlozone: -P,PUQ,PNQ,P~ 1, P;Q;

@ Formuly: xTy, gdzie x,y to zmienne indywiduowe, T to
dowolny relacyjny term.




Logika relacyjna RLgca - Semantyka

Model relacyjny M = (U, m) oparty na kontekscie K = (G, M, )
@ U =G UM - niepuste uniwersum;

—Q) = (U xU)\m(Q);

{(x,y) eUxU:3z e U((x,z) em(Q)A(z,y) e m(T))}. )




Logika relacyjna RLgca - Semantyka

WartoSciowanie

Dowolna funkcja v przyporzadkowujaca zmiennym
indywiduowym elementy z U.

@ Spetnianie, M,v ExTy: (v(x),v(y)) € m(T);

@ Prawdziwos¢, M = xTy: spetnialnoSc przez wszystkie
wartoSciowania w M;

@ tautologia: formuta prawdziwa we wszystkich modelach.




Reprezentacja wiasnosci kontekstu formalnego

WiasnosSc: A C A”

P - zmienna relacyjna reprezentujaca zbior A

Term reprezentujacy wtasnosc A C A"
—PU—-(-R;—(-S;P))

A C A” zachodzi we wszystkich kontekstach formalnych

wtedy i tylko wtedy, gdy

formuta x[-P U —(—R; —(—S; P))]y jest tautologia RLgca




Reprezentacja wiasnosci kontekstu formalnego

Wiasnosc: C = D

P - zmienna relacyjna reprezentujaca zbiér C

Q - zmienna relacyjna reprezentujaca zbior D
Term reprezentujacy wkasnos¢ C = D

(-R;P)U—-(-R;Q)

C = D zachodzi we wszystkich kontekstach formalnych

wtedy i tylko wtedy, gdy

formuta X[(—R; P) U —(—R; Q)]y jest tautologia RLgca




Systemy dedukcyjne
Aksjomatyczne systemy dedukcyjne

Formalizacje w stylu Hilberta [Frege, Russell, Heyting]:

@ system: aksjomaty + jedna reguta
@ dowdd - skohczony ciag formut

o’

Systemy niehilbertowskie

@ Gentzenowski rachunek sekwentow
@ tablice analityczne - Beth 1955 i Hintikka 1955

e Tableaux - Smullyan 1968 i Fitting 1990
o diagramy - Rasiowa i Sikorski 1960

Tableaux w stylu Smullyan’a i diagramy Rasiowej-Sikorskiego
sa dualne.




Propozycja: dual tableaux

System oparty na diagramach Rasiowej i Sikorskiego

Reguly maja postat: ————
guly maja p o1] ... [On

' - alternatywa

' - koniunkcja
Reguly zachowuja tautologicznos¢ zbioru formut, do
ktorych sa stosowane

@ Aksjomaty: pewne wyrdznione tautologiczne zbiory formut
@ Dowod: drzewo rozktadu

@ dowodliwosc formuly : istnienie domknietego drzewa
rozktadu.



Reguty dekompozycji (przyktady):

x(RUS)y x—(RUS)y
(L) XRy, xSy (=V) X—Ry | x—Sy
. X(R;S)y N X—(R;S)y
() xRz, x(R;S)y | zSy,x(R;S)y (=) x—Rz,z—-Sy

Z - dowolna zmienna Z - howa zmienna




Reguly specyficzne, aksjomaty, petnosc

Reguty specyficzne:

XRy
ySX, XRy

xSy

(R) YRX, XSy

(S)

V.

Aksjomaty - wyr6znione zbiory formut:

@ XTIy, x—Ty

v

Wiasnosc ¢ zachodzi we wszystkich kontekstach formalnych
wtedy i tylko wtedy , gdy
X7(®P)y jest RLgca-dowodliwa (7(9) relacyjna reprezentacja ®) )




Dowod wiasnosci A C A7

X[-PU R;—(=S;P))ly

—(-
l(U)
X—Py,x—(=R; =(=S;P))y
i(—:)i(—)
X—Py,xRz,z(—S;P)y

) S
XRz,z—Sx X —Py, xPy
domkniete
(R)
ZSX,zZ—SX

domkniete
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